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ÖZET
Yüksek Lisans Tezi
CANTOR MI˙NI˙MAL SI˙STEMLERI˙N TOPOLOJI˙K TAM GRUPLARI
Anıl ÖZDEMI˙R
TOBB Ekonomi ve Teknoloji Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı
Tez Danıs¸manı: Doç. Dr. Çetin ÜRTI˙S¸
Tarih: AG˘USTOS 2017
Bu tezde Cantor Kümesi’nin minimal homeomorfizmalarının topolojik tam grubunun
yapısı incelenmis¸tir. Bu grupların incelenmesi yakın zamanlarda bas¸lamıs¸ olup, Grup-
lar Teorisi’ndeki önemi; sonsuz, sonlu üretilen, basit ve uyumlu grupların ilk örnek-
lerinin bu sınıftan olus¸turulması ile artmıs¸tır. Bu grupların Dinamik Sistemler ile olan
bag˘lantısı, Gruplar Teorisi ile Dinamik Sistemler Teorisi arasında köprü görevi gör-
mektedir. Bu çalıs¸mada bu bag˘lantı incelenip, topolojik tam grupların izomorfik ol-
ması ile iki dinamik sistemin es¸lenik olması arasındaki ilis¸ki ortaya konmus¸tur. Ayrıca
topolojik tam grubunun cebirsel özellikleri detaylı bir s¸ekilde irdelenmis¸tir.
Anahtar Kelimeler: Cantor uzayı, Topolojik tam grup, Basit grup, Uyumlu grup.
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ABSTRACT
Master of Science
TOPOLOGICAL FULL GROUPS OF CANTOR MINIMAL SYSTEMS
Anıl ÖZDEMI˙R
TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Çetin ÜRTI˙S¸
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In this thesis, the structure of the topological full groups of minimal homeomorphisms
of the Cantor space has been examined. Interest of these groups has recently increased,
and the prominence in Group Theory has been enhanced by the construction of infinite,
simple, finitely generated and amenable groups from this class. The connection of
these groups with Dynamical Systems is a bridge between the Theory of Groups and
the Theory of Dynamical Systems. In this study, this connection is examined and the
relation between the isomorphism of topological full groups and the conjugation of
two dynamic systems is revealed. Moreover, algebraic properties of the topological
full group are also covered in detail.
Keywords: Cantor space, Topological full group, Simple group, Amenable group.
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SEMBOL LI˙STESI˙
Bu çalıs¸mada kullanılmıs¸ olan simgeler açıklamaları ile birlikte as¸ag˘ıda sunulmus¸tur.
Simgeler Açıklama
C Cantor kümesi (Cantor uzayı)
2<N {0,1} kümesinin elemanlarıyla olus¸an sonlu dizilerin ailesi
2N {0,1} kümesinin elemanlarıyla olus¸an sonsuz dizilerin ailesi
2Z {0,1} kümesinin elemanlarıyla olus¸an iki taraflı sonsuz dizilerin ailesi
As As , s ∈ 2<N
0i (0...0) (i tane)
s−0 s ∈ 2<N için, s nin sonuna 0 eklenmis¸ bir sonlu dizi
s−1 s ∈ 2<N için, s nin sonuna 1 eklenmis¸ bir sonlu dizi
0i10 j1 0...010...01 yani önce i tane 0, sonra 1, sonra da
j tane 0, ardından tekrar 1
d(A) A kümesinin çapı
x|n x ∈ 2N için, x in ilk n teriminden olus¸an sonlu dizi
x|[−n,n] x ∈ 2Z için, x in −n. teriminden n. terimine kadarki parçası
(A)C A kümesinin tümleyeni
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1. GI˙RI˙S¸
Bu tez, topolojik tam gruplar ve uyumlu gruplar hakkında yakın zamanda yapılmıs¸
bazı çalıs¸maların bir derlemesidir. Bu çalıs¸ma esnasında çok sayıda kitap, makale ve
dig˘er akademik çalıs¸malardan destek alınmıs¸tır.
Bilindig˘i üzere Cantor uzayı dikkat çekici topolojik yapısı sebebi ile birçok aras¸tır-
manın konusu olmus¸tur. Tezin ikinci bölümünde bu uzay tanımlanmıs¸, bazı temel to-
polojik özelliklerine deg˘inilmis¸tir. Ayrıca Cantor uzayını topolojik olarak tasvir eden
Brouwer Teoremi’nin detaylı bir ispatına yer verilmis¸tir. Temel topolojik kavramlar ve
bazı temel teoremlerin ispatları için bakınız: [12] [J.R.Munkres, Topology].
Cantor uzayının homeomorfizmaları üstünde tanımlanan topolojik tam gruplar da en az
Cantor uzayı kadar ilginç cebirsel nitelikler tas¸ımaktadır. I˙lk olarak dinamik sistemlerle
ilgili problemleri çözmek amacı ile tanımlanan bu gruplar, kısa sürede gruplar teorisi
bakımından da ilgi uyandırmıs¸tır. Tezin üçüncü bölümünde dinamik sistemler ile ilgili
temel kavramlar verilmis¸ ve Cantor uzayının bir homeomorfizmasına kars¸ılık gelen
tam gruplar tanımlanmıs¸tır. Bu bag˘lamda önemli rol oynayan "minimallik" kavramına
ayrıntılı olarak yer verilmis¸tir. Topolojik tam grupların incelenmesinde önemli yeri
olan temel teknikler ve gözlemler de bu kısımda gösterilmis¸tir. Topolojik tam gruplar
ile igili temel konular için bakınız: [17], [14], [1], [11], [9], [5].
Tezin dördüncü bölümünde tam grupların izomorfizma ilis¸kisi ile dinamik sistemlerin
es¸leniklik ilis¸kisi arasındaki bag˘lantıya yer verilmis¸ ve ilgili teorem detaylı bir ispatla
sunulmus¸tur.
Tezin son kısmı da tam grupların cebirsel yapısı ile ilgilidir. I˙lk olarak basitlik kav-
ramı ele alınmıs¸tır. Gruplar teorisinde basit gruplar çok önem arz etmektedir. 1983
yılında sonlu basit grupların sınıflandırılması sonuçlandırılmıs¸ ve sonsuz basit gruplar
için benzer sorular gündeme gelmis¸tir. Bu bölümde ilk olarak topolojik tam grupla-
rın sonsuz basit gruplar ins¸a etme konusunda önemli bir rol oynadıg˘ı gözlemlenmis¸tir.
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Ayrıntılı olarak, minimal bir homeomorfizmanın topolojik tam grubunun komütatör alt
grubunun basit oldug˘u ispatlanmıs¸tır. Bu ispat ilk defa 2006 yılında Matui [14] tara-
fından yapılmıs¸tır. Fakat tezde 2008 yılında Bezugly ve Medynets [1] tarafından farklı
bir teknikle yapılan ispata yer verilmis¸tir.
I˙kinci olarak, topolojik tam grupların komütatör alt gruplarının hangi durumda sonlu
üretilen oldug˘u sorusu ele alınmıs¸tır. Minimal bir homeomorfizmanın topolojik tam
grubunun komütatör alt grubunun sonlu üretilmesinin ancak ve ancak ilgili homeomor-
fizmanın bir miniml alt öteleme ile es¸lenik olması durumunda olacag˘ı detaylı bir s¸e-
kilde ispatlanmıs¸tır. Yine basitlik ispatında oldug˘u gibi, ilk defa Matui [14] tarafından
yapılan ispata deg˘il farklı bir teknikle Bezugly ve Medynets [1] tarafından yapılan is-
pata yer verilmis¸tir.
Netice olarak, minimal alt ötelemelere denk gelen topolojik tam grupların komütatör
alt grupları sonsuz, sonlu üretilen, basit gruplara örnek tes¸kil etmektedir ki, bu tip
grupların incelenmesi gruplar teorisinde önemli bir yere sahiptir.
Son olarak uyumlu gruplar kavramı ele alınmıs¸tır. Uyumlu gruplar 1929 yılında J.V.
Neumann [15] tarafından Banach-Tarski Paradoksu’nun incelenmesi ile ilgili olarak ta-
nımlanmıs¸tr. (Banach-Tarski Paradoksu ile ilgili daha detaylı bilgi için bakınız: [19]).
Tanımlandıg˘ından bu yana geçen süre içerisinde, uyumlu grupların cebirsel olarak tas-
vir edilmesi Gruplar Teorisi’nin önemli soruları arasında yer almıs¸tır. V. Neumann
problemi olarak adlandırılan bu problem Gruplar Teorisi’nde birçok yöntemin gelis¸-
tirilmesine önayak olmus¸tur. Henüz tam olarak çözülemeyen bu problem bag˘lamında
uyumlu olan ve deg˘is¸ik özellikler barındıran grupların olus¸turulması önem arz etmek-
tedir. Tezin son kısmında da, topolojik tam gruplar kullanılarak olus¸urulan sonsuz,
sonlu üretilen, basit ve uyumlu gruplar üzerinde durulmus¸tur. Bu kısımda ilgili teorem-
ler ifade edilmis¸ fakat ispatlarına yer verilmemis¸tir. Gruplar teorisi ve uyumlu gruplar
ile ilgili temel tanım ve teoremler için bakınız: [10], [13], [3].
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2. TEMEL TOPOLOJI˙K KAVRAMLAR
Bu bölümde ihtiyacımız olan temel topolojik tanımlar ve teoremler verilecektir.
2.1 Topolojik Uzay
Tanım 2.1.1 (Topolojik Uzay). X bir küme ve T , X in alt kümelerinden olus¸an bir aile
olsun. /0,X ∈ T ve T keyfi birles¸im ile sonlu kesis¸im is¸lemleri altında kapalı ise, T ye
X üzerinde bir topoloji denir ve T nin elemanları açık küme olarak adlandırılır. Açık
kümelerin tümleyenine kapalı küme, (X ,T ) ikilisine ise topolojik uzay denir.
Tanım 2.1.2. X ,Y topolojik uzaylar ve f : X −→ Y bir fonksiyon olsun. Y den alınan
her açık kümenin ters görüntüsü de açık küme ise, f dönüs¸ümüne sürekli fonksiyon
denir.
Tanım 2.1.3 (Metrik Uzay). d : X×X → [0,∞) fonksiyonu her x,y,z ∈ X için
i) d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y,
ii) d(x,y) = d(y,x),
iii) d(x,y)≤ d(x,z)+d(z,y),
s¸artlarını sag˘lıyorsa d ye X üzerinde metrik, (X ,d) ikilisine de metrik uzayı adı verilir.
Tanım 2.1.4. (X ,d) bir metrik uzay ve A, X in bos¸ olmayan bir alt kümesi olsun. A nın
çapı d(A) ile gösterilir ve
d(A) = sup{d(x,y) : x,y ∈ A}
olarak tanımlanır.
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Tanım 2.1.5. (X ,d) bir metrik uzay ve (xn), X uzayında bir dizi olsun.
lim
n→∞d(xn,x) = 0
olacak s¸ekilde bir x ∈ X varsa (xn) dizisine X uzayında yakınsak, x e de dizinin limiti
denir ve (xn)−→ x ile gösterilir.
Lemma 2.1.1. X ,Y metrik uzaylar, f : X −→ Y bir fonksiyon ve x ∈ X olsun. x e
yakınsak her (xn) dizisi için; f , x noktasında süreklidir gerek ve yeter kos¸ul f ((xn))
dizisi f (x) e yakınsar.
Tanım 2.1.6. (X ,d) bir metrik uzay, x ∈ X ve r > 0 bir reel sayı olsun.
a) D(x,r) = {y ∈ X : d(x,y)< r} kümesine x merkezli ve r yarıçaplı açık yuvar,
b) D(x,r) = {y ∈ X : d(x,y)6 r} kümesine x merkezli ve r yarıçaplı kapalı yuvar,
c) D′(x,r) = {y ∈ X : 0 < d(x,y)< r} kümesine x merkezli ve r yarıçaplı delik yuvar
denir.
Tanım 2.1.7. (X ,d) bir metrik uzay ve A⊆ X olsun. Her x ∈ A için D(x,r)⊆ A olacak
s¸ekilde bir r pozitif reel sayısı varsa, A ya d metrig˘ine göre açık küme, A nın tümleye-
nine ise kapalı küme denir. Eg˘er bir küme hem açık hem de kapalı ise bu kümeye de
kapaçık (clopen) küme denir.
Tanım 2.1.8 (Metriklenebilme). (X ,T ) topolojik uzayı verilmis¸ olsun. d metrig˘ine
göre açık kümelerin ailesi T olacak s¸ekilde X üzerinde bir d metrig˘i tanımlanabilirse
(X ,T ) topolojik uzayına metriklenebilir denir.
Tanım 2.1.9. X bir topolojik uzay ve A ⊆ X olsun. A kümesinin kapsadıg˘ı tüm açık
kümelerin birles¸imine, A kümesinin içi denir ve A0 ile gösterilir. A kümesini içeren tüm
kapalı kümelerin kesis¸imine ise, A kümesinin kapanıs¸ı denir ve A ile gösterilir.
Tanım 2.1.10. X bir topolojik uzay ve A⊆ X olsun. A nın kapanıs¸ı X uzayına es¸it, yani
A = X ise, A, X uzayında yog˘undur denir.
Tanım 2.1.11. X topolojik uzayının bir alt kümesi A olsun. X in bir alt kümeler ailesi
ise T olsun.
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a) Eg˘er T deki kümelerin birles¸imi A kümesini içeriyorsa T ailesine A nın bir örtüsü
denir.
b) T ailesi A alt kümesini örtüyor ve T ailesindeki her küme açık küme ise T ailesine
A nın bir açık örtüsü denir.
c) T ailesi A kümesinin örtüsü olsun. T ′ , A kümesini örtecek s¸ekilde T nin bir alt ailesi
ise T
′
ailesine T nin bir alt örtüsü denir.
Tanım 2.1.12 (Kompakt Uzay). X bir metrik uzay olsun.
i) X uzayının her açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü vardır.
ii) X uzayında aldıg˘ımız her dizinin yakınsak bir alt dizisi vardır.
Yukarıdaki iki s¸art X uzayı için denktir ve bu s¸artları sag˘layan X uzayına kompakt
uzay denir.
Tanım 2.1.13. (X ,d) bir metrik uzay olsun. X teki her Cauchy dizisi X te yakınsak ise
X e tam metrik uzay denir.
Lemma 2.1.2. (X ,d) bir metrik uzay olsun. X kompakt bir uzay ise tam metrik uzaydır.
Tanım 2.1.14. X bir topolojik uzay olsun. Eg˘er X = AunionsqB bos¸ olmayan ayrık açıkların
birles¸imi s¸eklinde yazılabiliyorsa X e bag˘lantılı olmayan (bag˘lantısız) uzay denir. A ve
B ye de X in ayıranları denir. Eg˘er X uzayının ayıranları yoksa X uzayına bag˘lantılı
uzay denir.
Tanım 2.1.15. (X ,T ) bir topolojik uzay olsun. X üzerindeki ∼ bag˘ıntısı s¸öyle tanım-
lansın: Eg˘er x ve y yi aynı anda içeren, X in bag˘lantılı bir alt kümesi bulunabiliyorsa
x∼ y diyelim.
∼ bag˘ıntısı bir denklik bag˘ıntısıdır. Bu bag˘ıntının denklik sınıflarına da X in biles¸enleri
denir.
Tanım 2.1.16 (Tamamen Bag˘lantısız Uzay). (X ,T ) bir topolojik uzay olsun. X in bi-
les¸enleri X in tek-noktalı alt kümeleri ise X e tamamen bag˘lantısız denir.
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Tanım 2.1.17. (X ,T ) bir metrik uzay, A⊂ X ve x ∈ X olsun. x in her delik koms¸ulug˘u
D
′
(x,r) için
A∩D′(x,r) 6= /0
oluyorsa, x noktasına A kümesinin bir yıg˘ılma noktası denir.
Tanım 2.1.18. Eg˘er A kümesine ait bir x noktası bu kümenin yıg˘ılma noktası deg˘ilse,
x noktasına A kümesinin bir tekil (izole) noktası denir.
Tanım 2.1.19 (Mükemmel Küme). Hiç bir izole noktası olmayan kapalı kümeye mü-
kemmel küme denir.
Tanım 2.1.20 (Topolojik Homeomorfizma (Tasvir)). X ,Y topolojik uzaylar ve
f : X −→ Y sürekli bir fonksiyon olsun. Eg˘er f−1 var ve sürekli ise, f ye X ten Y ye
bir topolojik homeomorfizma (tasvir) denir. Bu durumda X ve Y ye de topolojik olarak
es¸deg˘erdirler (homeomorfiktirler) denir.
Lemma 2.1.3. X kompakt bir uzay, Y ise metrik uzay olsun. f : X −→ Y fonksiyonu
birebir, örten ve sürekli ise homeomorfizmadır.
2.2 Cantor Uzayı
Tanım 2.2.1 (Cantor Kümesi). C0 = [0,1] olarak tanımlansın. [0,1] kapalı aralıg˘ını
3 es¸it parçaya ayırdıktan sonra ortadaki (13 ,
2
3) açık aralıg˘ını atalım. Geriye kalan
kümeye C1 adını verelim.
C1 =
[
0, 13
]∪ [23 ,1] kümesinin her iki aralıg˘ına da aynı is¸lemleri yapalım ve elde etti-
g˘imiz yeni kümeye de C2 diyelim.
C2 =
[
0, 19
]∪[29 , 39]∪[69 , 79]∪[89 ,1] kümesine de aynı is¸lemleri tekrarlarsak n. adımda,
Cn = Cn−13 ∪
(
2
3 +
Cn−1
3
)
kümesini elde ederiz.
Bu is¸lemi sonsuza kadar devam ettirip, elde ettig˘imiz bu kümelerin kesis¸imini alırsak
bu kümeye Cantor kümesi denir.
C =
∞⋂
i=0
Ci
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Tanım 2.2.2 (Cantor Uzayı). Topolojik tasvir olarak C kümesine denk olan topolojik
uzaya Cantor uzayı denir.
C0 = [0,1] kümesinin elemanları onluk tabanda 0, ... diye yazılan gerçel sayılar kü-
mesidir; hatta 1’i bile 0,9999... olarak yazabiliriz. Bu elemanları aynı mantıkla üçlük
tabanda da yazabiliriz. Örneg˘in;
1 = 0,2222...=
2
3
+
2
32
+
2
33
olur.
S¸imdi C1 kümesinin elemanları, üçlük tabanda, 0,0... ya da 0,2... diye yazılan, yani
virgülden sonraki ilk rakamı 1 olmayan gerçel sayılardır. 0,0... diye yazılanlar 13 ’ten
küçük es¸it olanlar, 0,2... diye yazılanlar da 23 ’ten büyük es¸it olanlardır. C
2 kümesinin
elemanları da, üçlük tabanda,
0,00...
0,02...
0,20...
0,22...
olarak yazılan gerçel sayılardır.
Bu s¸ekilde Cn kümelerinin kesis¸imi alındıg˘ında, üçlük tabanda hiç 1 rakamı kullanıl-
madan, yani sadece 0 ve 2 rakamları kullanılarak yazılabilen gerçel sayılar bulunur.
Örneg˘in 0,1 sayısını da
0,1 = 0,02222...
diye yazarız.
Lemma 2.2.1. Cantor kümesi; kompakt, metriklenebilir, tamamen bag˘lantısız ve mü-
kemmel bir kümedir.
As¸ag˘ıda bu özellikleri sag˘layan bos¸ olmayan uzayların topolojik tasvir olarak Can-
tor kümesi ile denk oldug˘unu ispatlayacag˘ız. {0,1} kümesinin elemanları kullanıla-
rak elde edilen sonsuz dizilerin kümesini 2N ile, aynı kümenin elemanları kullanıla-
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rak elde edilen iki uçtan sonsuz dizilerin kümesini ise 2Z ile gösterelim. Bu küme-
ler de kompakt, metriklenebilir, tamamen bag˘lantısız ve mükemmel küme özellikle-
rini tas¸ırlar. Üzerlerinde tanımlı olan metrikler ise sırasıyla r = min{n : xn 6= yn} ve
u = u1u2..., v = v1v2... ∈ 2N için
d(u,v) =
1
2r
ve r′ = min{|n| : un 6= vn} ve u = ...u−2u−1u0u1u2..., v = ...v−2v−1v0v1v2... ∈ 2Z için
d′(u,v) =
1
2r′
metrikleridir.
Tanım 2.2.3 (Cantor S¸eması). Bir X kümesi ve onun alt kümelerinden olus¸an (As)s∈2<N
ailesi verilsin.
i) s ∈ 2<N için, As−0∩As−1 = /0,
ii) s ∈ 2<N ve i ∈ {0,1} için, As−i ⊆ As,
s¸artları sag˘lanıyorsa, (As)s∈2<N ailesine Cantor S¸eması denir.
A /0
A0
A00 A01
A1
A10 A11
(2.1)
Teorem 2.2.1 ([12] (7.4 Theorem) Brouwer). Herhangi bos¸ olmayan, kompakt, met-
riklenebilir, tamamen bag˘lantısız ve mükemmel bir uzay topolojik tasvir olarak 2N ye
denktir.
I˙spat. Bu özellikleri sag˘layan uzaya X ve metrig˘ine de d diyelim. X üzerinde as¸ag˘ı-
daki s¸artları sag˘layan bir Cantor S¸eması olus¸turalım;
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i) A /0 = X ,
ii) As : Bos¸ olmayan kapaçık küme,
iii) As = As−0unionsqAs−1,
iv) x ∈ 2N için, lim
n→∞d(Ax|n) = 0.
X kompakt ve tamamen bag˘lantısız oldug˘undan, sonlu sayıda kapaçık kümelerin ayrık
birles¸imi s¸eklinde yazabiliriz:
X = X1unionsqX2unionsq ...unionsqXn
öyle ki, i ∈ {1,2, ...n} için d(Xi)< 12 sag˘lansın.
A /0 = X
A0i−1 = Xi+1, 0≤ i < n−1
A0i = Xi+1unionsq ...unionsqXn, 0≤ i < n−1
A0n−1 = Xn, i = n−1
(2.2)
X
A0
A00
A000
...
A0n−2
Xn Xn−1
Xn−2
X3
X2
X1
(2.3)
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Aynı s¸eyi bu sefer de d(Xi j)< 13 olacak s¸ekilde her Xi için yaparsak tümevarımla par-
çalanıs¸ı tamamlarız. Yani
X = X1unionsqX2unionsq ...unionsqXn, d(Xi)< 12
Xi1 = Xi1,1unionsqXi1,2unionsq ...unionsqXi1,nXi1 , d(Xi1,i2)<
1
3
...
...
Xi1,i2,...in−1 = Xi1,...,in−1,1unionsqXi1,...,in−1,nXi1,i2,...in−1 , d(Xi1,...,in−1,in)<
1
n+1
...
...
(2.4)
olur. Burada kompaktlık bize sadece sonlu sayıda ayrık kümelerin birles¸imleri s¸eklinde
yazabilmemizi garanti eder fakat bu sonlu sayıların ne oldug˘unu bilemeyiz. Dolayısıyla
her parçalanıs¸ için parçalanma adedi deg˘is¸kenlik gösterebileceg˘inden,
i j ∈ {1,2, ...,nXi j−1} olacak s¸ekilde tanımlanır. Örneg˘in, A00100 yı
X = X1unionsqX2unionsqX3, n = 3
...
...
X3 = X3,1unionsqX3,2 nX3 = 2
X3,1 = X3,1,1unionsqX3,1,2unionsqX3,1,3unionsqX3,1,4 nX3,1 = 4
...
...
(2.5)
parçalanıs¸ında A00100 = X3,1,3unionsqX3,1,4 s¸eklinde,
X = X1unionsqX2unionsqX3unionsqX4, n = 4
...
...
X3 = X3,1unionsqX3,2unionsqX3,3 nX3 = 3
...
...
(2.6)
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parçalanıs¸ında A00100 = X3,3 s¸eklinde,
X = X1unionsqX2, n = 2
...
...
X2 = X2,1unionsqX2,2unionsqX2,3 nX2 = 3
...
...
X2,2 = X2,2,1unionsqX2,2,2unionsqX2,2,3 nX2,2 = 3
...
...
(2.7)
parçalanıs¸ında ise A00100 = X2,2,3 s¸eklinde yazarız. Parçalanıs¸ 2.5’e göre
d(A00100) = 14 +
1
4 =
1
2 , Parçalanıs¸ 2.6’ya göre d(A00100) =
1
3 ve Parçalanıs¸ 2.7’ye göre
d(A00100) = 14 olmus¸ olur.
S¸imdi ise, x∈ 2N için A=
∞⋂
n=1
Ax|n s¸eklinde tanımlayıp A nın tek elemandan olus¸tug˘unu
göstereceg˘iz. Önce A nın en fazla 1 elemanı olabileceg˘ini gösterelim. a,b∈ A ise, ∀n∈
N için, a,b ∈ Ax|n olur. (iv)’ü kullanarak d(a,b) = 0 deriz ve a = b gerçeklenir. S¸imdi
de A nın bos¸ olamayacag˘ını gösterelim. Her bir Ax|n den eleman alarak olus¸turdug˘umuz
bir diziye (an) diyelim. Bu dizinin (iv)’ten dolayı Cauchy dizisi oldug˘u açıktır. Lemma
2.1.2’den X in tam metrik uzay oldug˘unu biliyoruz. X uzayımız tam oldug˘u için (an)
dizisi X te yakınsaktır. Yakınsadıg˘ı elemana a dersek, Ax|n ler kapalı oldug˘undan A da
kapalıdır ve a ∈ A gerçeklenir.
Bunu yaptıktan sonra f : 2N −→ X fonksiyonunu { f (x)} =
∞⋂
n=1
Ax|n olacak s¸ekilde
tanımlayalım.
f birebirdir : x 6= y olacak s¸ekilde 2N den iki eleman alalım. Genellig˘i bozmaksızın;
i6 m için xi = yi ve xm+1 6= ym+1 dersek;
x = x1x2...xmxm+1...
y = x1x2...xmym+1...
s¸eklinde yazabiliriz. (ii)’yi kullanarak Ax|m+1
⋂
Ay|m+1 = /0 oldug˘unu söyleyebiliriz.
f (x)=
∞⋂
n=1
Ax|n =A1 ve f (y)=
∞⋂
n=1
Ay|n =A2 olsun. A1 ve A2 nin birer eleman içerdig˘ini
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bildig˘imizden, f (x) 6= f (y) diyebiliriz. Dolayısıyla f birebirdir.
f örtendir : Keyfi a ∈ X verilsin. x = x1x2x3... ∈ 2N yi s¸u s¸ekilde tanımlayalım:
i) x1 =
0, a ∈ A01, a ∈ A1
a ∈ As ve |s|= i ise;
ii) xi+1 =
0, a ∈ As−01, a ∈ As−1
Parçalanıs¸ 2.2’yi göz önünde bulundurursak ∀n∈N için a∈Ax|n olur. f nin tanımından
f (x) = a gerçeklenir ve f örten olur.
f süreklidir : 2N den elemanları da bir dizi olan keyfi yakınsak x(n) dizisini alalım ve
yakınsadıg˘ı elemana da x diyelim.
x(1) = x(1)1 x
(1)
2 x
(1)
3 ...
x(2) = x(2)1 x
(2)
2 x
(2)
3 ...
x = x1x2x3...
Lemma 2.1.1’den f (x(n)) nin f (x) e yakınsadıg˘ını göstermemiz yeterli olacaktır.
x(n) −→ x oldug˘undan öyle bir N1 ∈ N vardır ki, her m > N1 için, x(m)|m = x|m ise
f (x(m)) ∈ Ax|m olur. f (x) =
∞⋂
n=1
Ax|n oldug˘undan öyle bir N2 ∈ N vardır ki, her
m > N2 için, Ax|m ⊆ D( f (x),r) gerçeklenir. f (x) merkezli bir keyfi D( f (x),r) açık
yuvarı verildig˘inde; n = max{N1,N2} olarak seçilirse, f (x(n)) ∈ Ax|n ⊆ D( f (x),r) ger-
çeklenir. Böylece f (x(n)), f (x) e yakınsamıs¸ olur.
2N kompakt, X metrik uzayı ve f ; 1-1, örten ve sürekli oldug˘u için, Lemma 2.1.3’ten
f : 2N −→ X bir homeomorfizmadır.
Dolayısıyla teoremin hipotezlerini sag˘layan her X uzayının 2N ye topolojik tasvir ola-
rak denk oldug˘unu gösterdik. Lemma 2.2.1’den Cantor kümesi C nin de bu hipotezleri
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sag˘ladıg˘ını bildig˘imiz için, bu s¸ekildeki her X uzayının topolojik tasvir olarak C ye
denk oldug˘unu göstermis¸ olduk.
Bundan sonra, C ile Cantor uzayını göstereceg˘iz ve duruma göre 2N, 2Z, AN, AZ
(A: Sonlu küme) modellerinden uygun olanını kullanacag˘ız.
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3. MI˙NI˙MAL HOMEOMORFI˙ZMA VE TOPOLOJI˙K TAM GRUBU
Bu bölümde Cantor uzayının minimal homeomorfizmalarının topolojik tam grubunun
yapısı incelenecektir.
3.1 Minimal Homeomorfizmalar
Homeo(C)Cantor uzayından Cantor uzayına tanımlı homeomorfizmaların ailesi olsun.
Bu aile biles¸ke is¸lemi altında bir grup olus¸turur.
Tanım 3.1.1 (Orbit). f ∈Homeo(C) ve x∈C olsun. x in f ve f nin kuvvetleri altındaki
görüntülerinin olus¸turdug˘u kümeye x in f altındaki orbiti denir ve
Orb f (x) = { f n(x)}n∈Z = {..., f−2(x), f−1(x),x, f (x), f 2(x), ...}
s¸eklinde gösterilir.
Tanım 3.1.2. f ∈ Homeo(C) olsun. f nin bütün orbitleri sonlu ise f ye periyodik
denir. Eg˘er bütün orbitleri sonsuz ise aperiyodik denir. f nin bütün orbitleri n elemanlı
ise de, f ye n-periyotlu denir ve her x ∈ C için f n(x) = x gerçeklenir.
Tanım 3.1.3 (Geçis¸ken). f : C −→ C bir homeomorfizma olsun. Orb f (x) = C olacak
s¸ekilde bir x ∈ C varsa f ye (topolojik olarak) geçis¸ken denir.
Tanım 3.1.4 (Minimal). f ∈ Homeo(C) olsun. f nin her orbiti C uzayında yog˘un ise,
yani ∀x ∈ C için Orb f (x) = C ise f ye minimal denir.
Teorem 3.1.1. f ∈ Homeo(C) ise as¸ag˘ıdaki önermeler denktir:
i) f minimaldir.
ii) f nin her ileri orbiti C de yog˘undur, yani ∀x ∈ C için { f n(x)}n∈N = C sag˘lanır.
iii) A⊆ C kapalı ve f (A) = A ise A = /0 veya A = C gerçeklenir.
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iv) Herhangi bos¸ olmayan kapaçık küme U ⊆ C için C =
N⋃
i=0
f i(U) es¸itlig˘ini sag˘layan
bir N ∈ N vardır.
I˙spat. (i⇒ iii): f minimal, A ⊆ C bos¸ olmayan kapalı bir küme ve f (A) = A olsun.
x ∈ A alalım. f (A) = A oldug˘undan Orb f (x)⊆ A olur. A kapalı oldug˘undan
Orb f (x)⊆ A gerçeklenir. f nin minimallig˘inden Orb f (x) = C⊆ A, dolayısıyla C = A
olur.
(iii⇒ ii): x ∈ C alalım ve B = { f (n)(x)}n∈N olsun. O halde f (B)⊆ B olur. Eg˘er
A =
⋂
n∈N
f (n)(B) ise f (A) =
⋂
n≥1
f (n)(B) = A olur. Böylece (iii)’ün hipotezinden A = C,
bu yüzden de B = C gerçeklenir.
(ii⇒ iv): U bos¸ olmayan açık bir küme olsun. O halde A= ( ⋃
n∈Z
f (n)(U))C kapalı olur.
f (A) = f (
⋂
n∈Z
( f (n)(U))C) =
⋂
n∈Z
f (( f (n)(U))C) =
⋂
n∈Z
( f (n+1)(U))C = A.
[Burada önce (ii) hipotezinin (iii)’ü gerektirdig˘ini ispatlayacag˘ız. A ⊆ C bos¸ olmayan
kapalı bir küme ve f (A) = A olsun. x ∈ A alalım. f (A) = A oldug˘undan Orb f (x) ⊆
A dolayısıyla { f n(x)}n∈N} ⊆ A. A kapalı oldug˘undan { f n(x)}n∈N ⊆ A gerçeklenir.
(ii)’nin hipotezinden { f n(x)}n∈N = C⊆ A dolayısıyla C = A olur.]
A∩U = /0 oldug˘undan ((ii)⇒ (iii))’ten A = /0 olur. Yani ⋃
n∈Z
f (n)(U) = C olur. C kom-
pakt oldug˘undan ∃M ∈ N öyle ki, ⋃
|n|≤M
f (n)(U) = C olsun. Buradan da
C = f (M)(C) =
2M⋃
i=0
f i(U)
olur.
(iv⇒ i): Her x ∈ C için U = (Orb f (x))C kümesi açıktır. Kabul edelim ki U 6= /0 olsun.
O halde (iv)’ün hipotezinden ∃N ∈ N öyle ki C =
N⋃
i=0
f i(U) sag˘lanır. Fakat x, U nun
içinde olmadıg˘ından C =
N⋃
i=0
f i(U) nin içinde de olamaz durumu çıkar ki bu da bir
çelis¸kidir. Yani U = /0 ve Orb f (x) = C olur.
Örnek 3.1.1. (Sayaç Fonksiyonu) 0 = 000..., 1 = 111... s¸eklinde gösterilsin. O halde
σ : 2N→ 2N yı s¸öyle tanımlayalım:
σ(1) = 0, x ∈ 2N−{1} için x in ilk terimi n. sırada ise
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σ(x)i =

0, i < n
1, i = n
xi, i > n
olsun. Örneg˘in; x = 1110x5x6... ise σ(x) = 0001x5x6... olur.
S¸imdi bu fonksiyonun bir homeomorfizma oldug˘unu gösterelim.
σ süreklidir : min{n : un 6= vn} = min{n : σ(u)n 6= σ(v)n} oldug˘u açıktır. O halde;
verilen her ε > 0 için, δ = ε seçilirse; ∀u,v∈ 2N için, d(u,v)< δ ise d(σ(u),σ(v))< ε
gerçeklenir.
σ birebirdir : σ(u) = σ(v) olsun. O halde, ∀i ∈ N için σ(u)i = σ(v)i olur. σ(u)n =
σ(v)n = 1 es¸itlig˘ini sag˘layan en küçük dog˘al sayıya n diyelim. σ nın tanımından
σ(u) = σ(v) = 0...01un+1un+2... = 0...01vn+1vn+2... ise u = v = 1...10un+1un+2... =
1...10vn+1vn+2... gerçeklenir.
σ örtendir : Keyfi v ∈ 2N alalım ve n, vn = 1 es¸itlig˘ini sag˘layan en küçük dog˘al sayı
olsun. u = (1...10vn+1vn+2...) ∈ 2N ve σ(u) = v oldug˘undan σ örtendir.
Dolayısıyla Lemma 2.1.3’ten σ bir homeomorfizmadır.
σ minimaldir : Keyfi u ∈ 2N alalım. Amacımız Orb f (u) = C oldug˘unu göstermektir.
Yine keyfi bir v∈ 2N alırsak; v nin bas¸tan n uzunlug˘undaki sonlu α parçasını düs¸ündü-
g˘ümüzde, u nun sayaç fonksiyonu altında ileri ya da geri adımlarında öyle bir ω ∈ 2N
vardır ki, k ∈ Z olmak üzere, σ k = ω ve ω|n = α sag˘lansın. Dolayısıyla v ∈ Orb f (u)
olur.
Örnek 3.1.2. (Öteleme Fonksiyonu) s : 2Z→ 2Z, s(x)i = xi+1 olacak s¸ekilde tanımlan-
sın. Bu fonksiyonun sürekli, birebir ve örten oldug˘u açıktır. Dolayısıyla yine Lemma
2.1.3’ten s de bir homeomorfizmadır.
s geçis¸kendir : x ∈ 2Z s¸öyle tanımlansın:
i) x0 = 0 olsun.
ii) Hem sag˘a, hem de sola dog˘ru, birler basamag˘ı solda olacak s¸ekilde her seferinde
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0’dan bas¸layarak artan dog˘al sayıların ikilik tabanda yazımları olan (1),(00),(10),
(01),(11),(000),(100), (010),(001)... yazılsın.
Yani x = (...001−010−100−000−11−01−10−00−1−0−1−00−10−01−
11− 000− 100− 010− 001...) olur. Keyfi bir y ∈ 2Z alalım. y nin y0 ortada olacak
s¸ekilde verilen her 2n+ 1 uzunlug˘undaki sonlu αn parçalarını düs¸ünürsek; x in s al-
tındaki yeteri kadar ötelemesi ile elde ettig˘imiz z ∈ Orbs(x) için z|[−n,n] = αn sag˘lanır.
Dolayısıyla y ∈ Orbs(x) ve böylece Orbs(x) = 2Z olur. Yani s geçis¸kendir.
Fakat s(1) = 1 oldug˘undan s minimal deg˘ildir. Öteleme homeomorfizması minimal
olmasa da birçok alt öteleme minimaldir.
Tanım 3.1.5 (Homojen). x ∈ 2Z olsun. Eg˘er x in içinde geçen her sonlu dizi α ∈ 2<N
için x in her N(α) uzunlug˘undaki parçasında α bulunacak s¸ekilde bir N(α) ∈N varsa
x e homojen denir.
Teorem 3.1.2. x ∈ 2Z ve Y = Orbs(x) olsun. (Y,s|Y ) minimaldir gerek ve yeter kos¸ul x
homojendir.
I˙spat. (⇐) : Kabul edelim ki, x ∈ 2Z homojen olsun ve y ∈Y =Orbs(x) alalım. Ama-
cımız (Y,s|Y ) nin minimal oldug˘unu, yani Orbs(y) nin Y de yog˘un oldug˘unu göster-
mektir. Bunun için x ∈ Orbs(y) oldug˘unu göstermemiz yeterli. x ten keyfi sonlu bir
α parçası alalım. x homojen oldug˘undan öyle bir N(α) tam sayısı vardır ki, x in her
N(α) lık parçasında α bulunur. S¸imdi de y den N(α) uzunlug˘unda sonlu bir β parçası
alalım. y ∈ Y oldug˘undan β x te de bulunmak zorundadır. O halde; α da y nin içinde
geçer bu da x ∈ Orbs(y) demektir.
(⇒) : Kabul edelim ki, x homojen olmasın. O halde, x in öyle bir α parçası vardır ki,
sonsuz tane sonlu βn parçaları uzunlukları büyütülse dahi α yı içeremez. βn nin uzun-
lug˘unu 2n+ 1 kabul edelim. yn|[−n,n] = βn ve α , yn nin içinde bulunmayacak s¸ekilde
yn ∈ 2Z alalım. 2Z kompakt oldug˘undan, öyle bir y ∈ 2Z ve (nk)k∈N vardır ki, ynk −→ y
olur. Bu durumda, y ∈Orbs(x) ve x 6∈Orbs(y) olur. Dolayısyla, (Y,s|Y ) minimal deg˘il-
dir.
Teorem 3.1.3. Verilen her f ∈ Homeo(C) için, öyle bir bos¸ olmayan, kapalı F0 ⊆ C
vardır ki, f (F0) = F0 ve (F0, f |F0) minimaldir.
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I˙spat. F = {F ⊆ C|F : kapalı, bos¸ olmayan ve f (F) = F} iç içe alt kümelerin sıralı
ailesi olsun. I˙ç içe zincir olus¸turan Fi ∈ F lerin kesis¸imini alırsak, ⋂
i∈I
Fi = F ∈ F olur.
Zorn Lemma’sı gereg˘ince F nin en küçük elemanı F0 vardır ve Teorem 3.1.1’in (iii).
maddesi gereg˘ince (F0, f |F0) minimaldir.
3.2 Topolojik Tam Gruplar
Tanım 3.2.1 (Tam Grup). f ∈ Homeo(C) olsun.
[ f ] = {g ∈ Homeo(C) | ∀x ∈ C,∃n(x) ∈ Z g(x) = f n(x)(x)}
s¸eklinde tanımlanan küme biles¸ke is¸lemi ile birlikte gruptur ve bu gruba f nin tam
grubu denir.
Her g ∈ [ f ] için devir fonksiyonu n = ng : C −→ Z, g(x) = f n(x)(x) olacak s¸ekilde
tanımlanmıs¸tır.
Tanım 3.2.2 (Topolojik Tam Grup). Tam grubun alt grubu olan, devir fonksiyonlarının
sürekli oldug˘u J f K= {g ∈ [ f ] | ng : C−→ Z:sürekli}
grubuna f nin topolojik tam grubu denir.
S¸imdi topolojik tam grubun grup oldug˘unu gösterelim:
i) Biles¸ke is¸leminin birles¸meli oldug˘u ve id(x) ∈ J f K oldug˘u açıktır.
ii) Keyfi g,h ∈ J f K alalım. O halde, sürekli ng,nh fonksiyonları ∀x ∈ C için
g(x) = f ng(x)(x) ve h(x) = f nh(x)(x) es¸itliklerini sag˘layacak s¸ekilde mevcuttur.
(g◦h)(x) = g(h(x)) = g( f nh(x)(x))
= f ng( f
nh(x)(x))( f nh(x)(x))
= f ng( f
nh(x)(x))+nh(x)(x)
olur. ng,nh sürekli oldug˘undan ng( f nh(x)(x)) + nh(x) de süreklidir dolayısıyla,
g◦h ∈ J f K gerçeklenir.
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iii) Keyfi g ∈ J f K için, sürekli ng fonksiyonu ∀x ∈ C için g(x) = f ng(x)(x) es¸itlig˘ini
sag˘layacak s¸ekilde mevcuttur. g−1 ∈ Homeo(C) oldug˘unu biliyoruz. ng−1(x) =
−ng(x) s¸eklinde tanımlanan ng−1(x) fonksiyonu sürekli ve g−1(x) = f ng−1(x)(x)
sag˘landıg˘ından dolayı g−1 ∈ J f K olur.
Teorem 3.2.1. f ∈ Homeo(C) olsun. g ∈ Homeo(C), J f K nin içindedir gerek ve yeter
kos¸ul öyle A1, ...,Am kapaçık kümeleri ve k1, ...,km ∈ Z tam sayıları vardır ki, C =
A1unionsq ...unionsqAm ve g|Ai = f ki|Ai sag˘lanır.
I˙spat. (⇒) : g∈ J f K ise devir fonksiyonu ng sürekli ve C kompakt oldug˘undan ng(C)=
{k1, ...,km} sonlu olur. Ai = n−1g (ki) dersek C = A1unionsq ...unionsqAm ve g|Ai = f ki|Ai sag˘lanır.
(⇐) : C = A1unionsq ...unionsqAm olsun. g|Ai = f ki|Ai ve ng|Ai = ki s¸eklinde olus¸turulan g fonksi-
yonu, ng sürekli oldug˘undan J f K nin içindedir.
Tanım 3.2.3. f ∈Homeo(C) için f nin destek kümesi, f altında sabit kalmayan x ∈C
lerin kapanıs¸ı olarak tanımlanmıs¸tır:
supp( f ) = {x ∈ C | f (x) 6= x}
Eg˘er f aperiyodikse supp( f ) = C oldug˘u açıktır. Genel olarak bir homeomorfizmanın
destek kümesi açık küme deg˘ildir. As¸ag˘ıdaki teorem minimal bir homeomorfizmanın
topolojik tam grubunun ilginç bir özellig˘ini vurgulamaktadır.
Teorem 3.2.2. f ∈ Homeo(C) minimal olsun. g ∈ J f K ise supp(g) kapaçık kümedir.
I˙spat. g∈ J f K ise Teorem 3.2.1’den öyle Ak1 , ...,Akm kapaçık kümeleri ve k1, ...,km ∈Z
tam sayıları vardır ki, C = Ak1 unionsq ...unionsqAkm ve g|Ai = f ki|Ai sag˘lanır.
I˙ddia : supp(g) =
⋃
ki∈I\{0}
Aki
I˙ddianın I˙spatı : (⊆): x ∈ supp(g) alalım. Kabul edelim ki, x 6∈ ⋃
ki∈I\{0}
Aki olsun. O
halde x ∈ A0 ve g(x) = f 0(x) = x olur. A0 kapaçık bir küme oldug˘undan bu da bir
çelis¸kidir.
(⊇): x ∈ ⋃
ki∈I\{0}
Aki alalım. O halde ki ∈ I \ {0} olacak s¸ekilde, x ∈ Aki ve g(x) =
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f ki(x) yazılabilir. f minimal oldug˘undan, ki 6= 0 için f ki(x) = x olamaz. Dolayısıyla
x ∈ supp(g) gerçeklenir.
Kapaçık kümelerin sonlu birles¸imi de kapaçık oldug˘undan teoremin ispatı tamamlan-
mıs¸ olur.
Teorem 3.2.3. f ∈ Homeo(C) minimal ve g ∈ J f K olsun.
Fix(g) = {x ∈ C | g(x) = x}
s¸eklinde tanımlanan küme kapaçık bir kümedir.
I˙spat. g ∈ J f K oldug˘undan öyle Ak1, ...,Akm kapaçık kümeleri ve k1, ...,km ∈ Z tam sa-
yıları vardır ki, C = Ak1 unionsq ...unionsqAkm ve g|Ai = f ki|Ai sag˘lanır. x ∈ Fix(g) alalım. Bir tane
j ∈ {1, ...,m} için x ∈ A j oldug˘undan x = g(x) = f m j(x) gerçeklenir. f nin minimalli-
g˘inden m j = 0 olur. Dolayısıyla her x ∈ A j için g(x) = x olmak zorundadır. Herhangi
bir x ∈ Fix(g) için x ∈ A j ⊆ Fix(g) önermesini sag˘layan açık bir A j kümesi buldug˘u-
muzdan Fix(g) açık bir kümedir. Keyfi bir (xk)k∈N ∈ Fix(g) dizisi alalım ve (xk)−→ y
olsun. g sürekli oldug˘undan g(y) = y, böylece de y ∈ Fix(g) olur, yani Fix(g) aynı
zamanda kapalı bir kümedir.
Sonuç 3.2.1. Minimal bir f ∈ Homeo(C) ve g ∈ J f K için, C = supp(g)unionsqFix(g) yaza-
bilir ve x ∈ supp(g)⇔ g(x) 6= x denklig˘ine ulas¸abiliriz.
Teorem 3.2.4. f ∈ Homeo(C) minimal olsun. Herhangi g ∈ J f K ve herhangi n ∈ N
için,
Cn = {x ∈ C | |Orbg(x)|= n}
kapaçık kümedir.
I˙spat. g,g2, ...,gn ∈ J f K oldug˘undan
Cn = (Fix(g))C∩ (Fix(g2))C∩ ...∩ (Fix(gn−1))C∩Fix(gn)
s¸eklinde yazılabilir. Teorem 3.2.3’ten her Fix(gi) lerin kapaçık küme oldug˘u görülür.
Kapaçık kümelerin tümleyenleri ve sonlu kesis¸imleri de kapaçık bir küme oldug˘undan
Cn kapaçık bir kümedir.
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Teorem 3.2.5. f ∈ Homeo(C), n periyotlu bir homeomorfizma olsun. O halde C =
n−1⊔
i=0
f i(A) olacak s¸ekilde A⊆ C kapaçık kümesi vardır.
I˙spat. Herhangi x ∈ C ve 1 6 i < n için, f i(Ux)∩Ux = /0 olacak s¸ekilde x in kapaçık
bir koms¸ulug˘u vardır. Ayrıca C kompakt oldug˘undan C =
⋃
j≤N
Ux j olacak s¸ekilde sonlu
sayıda x1, ...,xN ∈ C vardır. S¸imdi de A1 =Ux1 olsun ve A j leri de tümevarımsal olarak
as¸ag˘ıdaki gibi tanımlayalım:
A j+1 = A j
⋃
(Ux j+1 \
n−1⋃
i=0
f i(A j))
AN kapaçıktır ve C =
n−1⊔
i=0
f i(AN) sag˘lanır.
3.3 Kakutani-Rokhlin Parçalanıs¸ı
f ∈ Homeo(C) minimal ve D ⊆ C bos¸ olmayan kapaçık bir küme olsun. tD, f = tD :
D→ N ilk geri dönüs¸ fonksiyonu
tD(x) = min{n≥ 1 | f n(x) ∈ D}
s¸eklinde tanımlansın. f nin minimallig˘inden, tD iyi tanımlı ve süreklidir. Böylece tD|Di =
ki olacak s¸ekilde N dog˘al sayısı, k1, ...,kN pozitif tam sayıları ve D=D1unionsq ...unionsqDN par-
çalanıs¸ı bulabiliriz. Bu sayede
C = D1unionsq f (D1)unionsq ...unionsq f k1−1(D1)unionsqD2unionsq ...unionsq f k2−1(D2)unionsq ...unionsqDN unionsq ...unionsq f kN−1(DN)
yazılabilir ve bu parçalanıs¸a Kakutani-Rokhlin Parçalanıs¸ı denir. Di, f (Di), ..., f ki−1(Di)
ailelerine kule adı verilir. Di ler kulelerin temeli, f ki−1(Di) ler ise kulelerin tepesi olur.
Her bir kulenin yükseklig˘i ise ki olmus¸ olur.
Örnek 3.3.1. Örnek 3.1.1’deki sayaç fonksiyonunun silindirik küme D = {x ∈ 2N|xi =
0, i≤ 2} üzerindeki Kakutani-Rokhlin parçalanıs¸ını belirtelim.
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D = D1unionsqD2unionsqD3unionsqD4 ve k1 = k2 = k3 = k4 = 4 olsun.
D = {00x3x4...| xi ∈ {0,1}, i≥ 3}
D1 = {0000x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
D2 = {0001x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
D3 = {0010x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
D4 = {0011x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
⇒
f (D1) = {1000x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
f 2(D1) = {0100x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
f 3(D1) = {1100x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
.
.
.
f (D4) = {1011x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
f 2(D4) = {0111x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
f 3(D4) = {1111x5x6...| xi ∈ {0,1}, i≥ 5}
⇒ C=D1unionsq f (D1)unionsq f 2(D1)unionsq f 3(D1)unionsqD2unionsq f (D2)unionsq f 2(D2)unionsq f 3(D2)unionsqD3unionsq f (D3)unionsq
f 2(D3)unionsq f 3(D3)unionsqD4unionsq f (D4)unionsq f 2(D4)unionsq f 3(D4)
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4. TOPOLOJI˙K TAM GRUP VE TERS-ES¸LENI˙KLI˙K I˙LI˙S¸KI˙SI˙
Bu bölümdeki amacımız as¸ag˘ıdaki teoremi ispatlamaktır:
Teorem :[6](Corollary 4.4)] f1, f2 ∈Homeo(C) minimal olsun. J f1K ve J f2K izomorfik
gruplardır gerek ve yeter kos¸ul f1 ve f2 ters-es¸leniktir.
4.1 Ters-Es¸leniklik
Tanım 4.1.1. f1, f2 ∈ Homeo(C) olsun.
C
f1 //
Φ

C
Φ

C
f2 // C
diyagramı deg˘is¸meli olacak s¸ekilde bir Φ ∈ Homeo(C) varsa f1 ve f2 es¸leniktir denir.
Eg˘er f1 = α f2α−1 veya f−11 = α f2α
−1 es¸itliklerinden birisi gerçekleniyorsa, yani f1
ile f2 es¸lenik veya f−11 ile f2 es¸lenik ise f1 ve f2 ters-es¸leniktir (flip conjugate) denir.
Kolayca görüleceg˘i üzere ters-es¸leniklik bir denklik bag˘ıntısıdır.
Lemma 4.1.1. f ∈ Homeo(C) minimal olsun. Her bos¸ olmayan, kapaçık A ⊆ C kü-
mesi, her x ∈ A ve her pozitif tam sayı n için, supp(h) ⊆ A, x ∈ supp(h) ve h|supp(h)
n-periyotlu olacak s¸ekilde h ∈ J f K vardır.
I˙spat. f nin minimallig˘inden f ki ∈ A olacak s¸ekilde 0 = k0 < k1 < · · · < kn−1 tam
sayılarını bulabiliriz. x in i 6= j için f ki(U)∩ f k j(U) = /0 kos¸ulunu sag˘layacak yeteri
kadar küçük kapaçık koms¸ulug˘u U olsun.
0≤ i≤ n−1 için h| f ki(U) = f ki+1−ki| f ki(U)
i = n için h| f ki−1(U) = f−(ki−1)| f ki−1(U)
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s¸eklinde tanımlanan h homeomorfizması teoremin kos¸ullarını sag˘lar.
Kapaçık A alt kümesi için
J f KA = {g ∈ J f K | supp(g)⊆ A}
s¸eklinde tanımlanan küme J f K nin bir alt grubudur.
Tanım 4.1.2. A alt kümesi için
C(A) = {g ∈ J f K | ∀h ∈ A, gh = hg}
s¸eklinde tanımlanan alt gruba A nın merkezleyicisi denir.
A⊆C(C(A)) =C2(A) ve C(A∪B) =C(A)∩C(B) es¸itlikleri açıktır.
Lemma 4.1.2. f ∈ Homeo(C) minimal ve A1, ...,An kümeleri C nin kapaçık alt küme-
leri olsun.
i) J f KA = J f KB⇔ A = B.
ii) C(J f KA1 ∪ ...∪ J f KAn) = J f K(∪Ai)C
iii) J f KA1 ∩ J f KA2 = J f KA1∩A2
I˙spat. (i): Kabul edelim ki, J f KA = J f KB ve A 6=B olsun. Genellig˘i bozmadan A\B 6= /0
kabul edersek Lemma 4.1.1’den ∃g ∈ J f K öyle ki, supp(g) ⊆ A \B olur ve böylece
g ∈ J f KA \ J f KB oldug˘undan çelis¸ki elde ederiz. Dig˘er yön açıktır.
(ii): ⊆: Kabul edelim ki, g ∈ C(J f KA1 ∪ ...∪ J f KAn) ve g /∈ J f K(∪Ai)C olsun. O halde
supp(g) 6⊆ (∪Ai)C ve böylece en az bir i∈ {1,2, ...,n} için, g(B)∩B= /0 olacak s¸ekilde
B ⊆ Ai sag˘lanır. Yine Lemma 4.1.1’den supp(h) ⊆ B, C ⊆ B ve h(C)∩C = /0 olacak
s¸ekilde h ∈ J f KAi bulabiliriz. Bu durumda gh(C) 6= hg(C) = g(C) olur ki, g /∈C(J f KAi)
çelis¸kisine ulas¸ırız.
⊇: g ∈ J f K(∪Ai)C ⇒ ∀x ∈ ∪Ai, g(x) = x ⇒ g ∈C(J f KA1 ∪ ...∪ J f KAn)
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(iii):
g ∈ J f KA1 ∩ J f KA2 ⇔ supp(g)⊆ A1 ve supp(g)⊆ A2
⇔ supp(g)⊆ A1∩A2
⇔ g ∈ J f KA1∩A2.
Tanım 4.1.3. f ∈ Homeo(C) minimal, pi ∈ J f K bir involüsyon, yani pi2 = 1 olsun ve
as¸ag˘ıdaki kümeleri tanımlayalım:
Cpi = {g ∈ J f K | gpi = pig}
Upi = {g ∈Cpi | g2 = 1 ve ∀h ∈Cpi için, g(hgh−1) = (hgh−1)g}
Vpi = {g ∈ J f K | gh = hg, ∀h ∈Upi}
Spi = {g2 | g ∈Vpi}
Wpi = {g ∈ J f K | gh = hg, ∀h ∈ Spi}
Teorem 4.1.1 ([1] (Lemma 5.10)). Wpi = J f Ksupp(pi) dir.
I˙spat. Bu teoremin ispatı as¸ag˘ıdaki iddiaların ispatıyla tamamlanacaktır:
1) g(supp(pi)) = supp(pi), ∀g ∈Cpi : x ∈ supp(gpig−1)⇔ gpig−1(x) 6= x
⇔ pi(g−1(x)) 6= g−1(x)⇔ g−1(x) ∈ supp(pi)⇔ x ∈ g(supp(pi)). Aynı zamanda
g ∈Cpi ⇒ gpig−1 = pi oldug˘undan g(supp(pi)) = supp(gpig−1) = supp(pi) sag˘-
lanır.
2-i) supp(g)⊆ supp(pi), ∀g ∈Upi : Kabul edelim ki, g bu iddiayı sag˘lamasın ve g(A)∩
A= /0 olacak s¸ekilde kapaçık bir A⊆ (supp(pi))C kümesi alalım. Lemma 4.1.1’den
supp(h)⊆ A, V ⊆ A ve i = 1,2 için, hi(V )∩V = /0 olacak s¸ekilde h ∈ J f K bula-
biliriz. [supp(h)⊆ A⊆ (supp(pi))C, pih = hpi]⇒ h ∈Cpi fakat [g(hgh−1)(V ) =
g2h−1(V ) = h−1(V ), (hgh−1)g(V ) = hg2(V ) = h(V ), h−1(V ) 6= h(V )]⇒ g /∈Upi
olur ve ispat tamamlanır.
2-ii) Kapaçık A kümesi pi − invariyant ise piA ∈Upidir : piA nın tanımı gereg˘i pi2A = 1
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ve piA ∈Cpi oldug˘u açıktır.
piA(hpiAh−1)(x) = (hpiAh−1)piA(x) =
x, x ∈ [A
C∩h(AC)]∪ [A∩h(A)]
pi(x), x ∈ [AC∩h(A)]∪ [A∩h(AC)]
oldug˘undan ispat tamamlanır.
3-i) Vpi ⊆Cpi : [∀h ∈Cpi için, pi ∈Cpi , pi2 = 1, pi(hpih−1) = 1 = (hpih−1)pi]⇒ pi ∈Upi
olug˘undan Vpi nin tanımından ispat biter.
3-ii) Her kapaçık B ⊆ supp(pi) kümesi için, g ∈ Vpi ise g(B) ⊆ B∪ pi(B) dir : Ka-
bul edelim ki, önerme kos¸ullarını sag˘layan g ve B kümesi için g(B) 6⊆ B∪pi(B)
olsun. B0 = B ∪ pi(B) ve C = g(B0) \ B0 diyelim. pi(B0) = B0 ve C 6= /0 ol-
dug˘u açıktır. (3-i)’den pig(B0) = gpi(B0) = g(B0) oldug˘unu biliyoruz böylece
pi(C) = pi(g(B0) \B0) = pig(B0) \pi(B0) = g(B0) \B0 = C olur. Yine (3-i)’den
g ∈Cpi ve (1)’den g(supp(pi)) = supp(pi) oldug˘unu biliyoruz. B ⊆ supp(pi)⇒
B0 ⊆ supp(pi). Bu yüzden pi(C1) = C2 olacak s¸ekilde C = C1 unionsqC2 yazabiliriz.
Yine g nin özelliklerinden g(C)∩C = /0 olur. (2-ii)’den piC ∈Upi fakat piCg(C1) =
g(C1) 6= g(C2) = gpiC(C1) oldug˘undan g /∈Vpi olur.
3-iii) Her kapaçık B ⊆ supp(pi) kümesi için, g ∈ Vpi ise g2(B) = B dir : Kabul ede-
lim ki, önerme kos¸ullarını sag˘layan g ve B kümesi için g2(B) 6= B olsun. B yi
yeteri kadar kaydırarak g(B)∩B = /0 = g2(B)∩B oldug˘unu kabul edebiliriz. (3-
ii)’den g(B)⊆ B∪pi(B) ve (3-i)’den g2(B)⊆ g(B)∪gpi(B) = g(B)∪pig(B) olur.
g(B)∩B = /0 oldug˘undan g(B)⊆ pi(B) ve g2(B)⊆ pig(B)⊆ pi2(B) = B olur. Bu
yüzden her µ ∈M( f ) için µ(B\g2(B)) = 0 olur. f minimal oldug˘undan Lemma
5.1.1’den B\g2(B) = /0 olur ve ispat tamamlanır.
4-i) g ∈ Spi ⇒ supp(g)⊆ (supp(pi))C : g ∈ Spi ise (3-iii)’ten her kapaçık B⊆ supp(pi)
kümesi için g(B) = B oldug˘u açıktır.
4-ii) Her kapaçık B⊆ (supp(pi))C kümesi için, supp(h) ∈ B ve h ∈ Spi olacak s¸ekilde
bir involüsyon vardır : Lemma 4.1.1’den supp(g)⊆ B olacak s¸ekilde 4-periyotlu
bir g ∈ Homeo(C) vardır. (2-i)’den g ∈Vpi ve böylece g2(= h) ∈ Spi olur.
5) Wpi = J f Ksupp(pi) : (4-i)’den J f Ksupp(pi) ⊆Wpi oldug˘u açıktır. Wpi ⊆ J f Ksupp(pi) oldu-
g˘unu göstermek için g ∈Wpi \ J f Ksupp(pi) ve g(B)∩B = /0 olacak s¸ekilde kapa-
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çık B ⊆ (supp(pi))C kümesini alalım. (4-ii)’den supp(h) ∈ B ve h ∈ Spi olacak
s¸ekilde bir involüsyon vardır. Yine h(C)∩C = /0 olacak s¸ekilde bir kapaçık C
kümesi bulabiliriz. hg(C) = g(C) 6= gh(C) oldug˘undan g ∈Wpi olamaz ve çelis¸ki
elde ederiz.
Lemma 4.1.3. f ∈ Homeo(C) minimal ve pi1, ...,pin ∈ J f K ve ρ1, ...,ρm ∈ J f K involüs-
yonlar olsun.
⋃
i
supp(pii) =
⋃
j
supp(ρ j)⇔C(Wpi1 ∪ ...∪Wpin) =C(Wρ1 ∪ ...∪Wρm).
I˙spat. Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3’ten,
⋃
i
supp(pii) =
⋃
j
supp(ρ j)⇔
J f K(⋃
i
supp(pii))C = J f K(⋃
j
supp(ρi))C ⇔
C(J f Ksupp(pi1)∪ ...∪ J f Ksupp(pin)) =C(J f Ksupp(ρ1)∪ ...∪ J f Ksupp(ρm))⇔
C(Wpi1 ∪ ...∪Wpin) =C(Wρ1 ∪ ...∪Wρm).
Tanım 4.1.4. E bir küme veB, P(E) nin alt kümesi olan bir kümeler ailesi olsun.B,
(∪,∩, C) is¸lemleri altında kapalı ve /0,E ∈B ise (B,∪,∩, C) dörtlüsüne Boole cebiri
denir.
Tanım 4.1.5. B1,B2 Boole cebiri olsun. Λ :B1→B2 fonksiyonu her A,B⊆B1 için
i) Λ( /0B1) = /0B2 ve Λ(EB1) = EB2 ,
ii) Λ(A∩B) = Λ(A)∩Λ(B),
iii) Λ((A)C) = (Λ(A))C,
s¸artlarını sag˘lıyorsa Λ ya Boole homomorfizması denir. Λ aynı zamanda birebir ve
örten ise de Boole izomorfizması adını alır.
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C nin tüm kapaçık kümelerini içeren küme bir Boole cebiridir. Bu kümenin otomorfiz-
malarını da CO(C) ile göstereceg˘iz.
Lemma 4.1.4 ([18] (Theorem 4)). Cantor uzayı homeomorfizmaları Homeo(C) ile C
nin kapaçık kümelerinin Boolean cebir otomorfizmaları CO(C) arasında birebir ve
örten bir ilis¸ki vardır.
Lemma 4.1.5. f1, f2 ∈ Homeo(C) minimal, α : J f1K → J f2K bir grup izomorfizması
ve pi1,pi2 ∈ J f1K involüsyonlar olsun.
supp(pi1) = supp(pi2)⇔ supp(α(pi1)) = supp(α(pi2))
gerçeklenir.
I˙spat. Basit cebirsel is¸lemlerle α(Wpi) =Wα(pi) oldug˘u kolayca görülebilir.
supp(pi1) = supp(pi2)⇔ pi1 ∈Wpi2 ve pi2 ∈Wpi1
⇔ α(pi1) ∈Wα(pi2) ve α(pi2) ∈Wα(pi1)
⇔ supp(α(pi1)) = supp(α(pi2)).
olur ve ispat biter.
Teorem 4.1.2 ([6] (Theorem 4.2)). f1, f2 ∈Homeo(C)minimal olsun. Eg˘er α : J f1K →J f2K bir grup izomorfizmasıysa ∀g ∈ J f1K için α(g) =ΛgΛ−1 olacak s¸ekilde bir home-
omorfizma Λ : C→ C vardır, yani J f1K ve J f2K es¸leniktir.
I˙spat. Lemma 4.1.4 sayesinde ∀g ∈ J f1K için α(g) = ΛgΛ−1 olacak s¸ekilde bir
Λ : CO(C)→CO(C) Boole izomorfizması tanımlayabilirsek ispat bitecektir. Keyfi ka-
paçık A ⊆ C kümesi alalım. Lemma 4.1.3’ten ⋃
i
supp(pii) = AC olacak s¸ekilde sonlu
sayıda pi1, ...,pin ∈ J f1K involüsyonlarını bulabiliriz. f1 minimal oldug˘undan supp(pii)
lerin kapaçık oldug˘unu biliyoruz. Teorem 4.1.1’den
C(Wα(pi1)∪ ...∪Wα(pin)) =C(J f2Ksupp(α(pi1))∪ ...∪ J f2Ksupp(α(pin)))
ve Lemma 4.1.2 (ii)’den
C(J f2Ksupp(α(pi1))∪ ...∪ J f2Ksupp(α(pin))) = J f2K(⋃
i
supp(α(pii)))C
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es¸itliklerini yazabiliriz.
I˙ddia : A = (
⋃
i
supp(pii))C için Λ : CO(C)→ CO(C) ve Λ(A) = (⋃
i
supp(α(pii)))C
olacak s¸ekilde tanımlanan Λ bir Boole izomorfizmasıdır ve ∀g ∈ J f1K için
α(g) = ΛgΛ−1 s¸artını sag˘lar.
I˙ddianın ispatı : α dan dolayı Λ nın anlamlı oldug˘u açıktır.
Λ iyi tanımlıdır : Lemma 4.1.5’dan A1 = A2⇒ Λ(A1) = Λ(A2) sag˘lanır.
Λ bir Boole homomorfizmasıdır :
i) /0 = supp(id) oldug˘undan Λ( /0) = /0 ve Λ(C) = C olur.
ii) Keyfi kapaçık A1,A2 ∈ C için, sonlu sayıda involüsyonlar pi1, ...,pin ∈ J f1K ve
ρ1, ...,ρm ∈ J f1K olacak s¸ekilde (⋃
i
supp(pii))C = A1 ve (
⋃
j
supp(ρ j))C = A2 es¸it-
liklerini yazabiliriz. O halde,
J f2KΛ(A1∩A2) =C(Wα(pi1)∪ ...∪Wα(pin)∪Wα(ρ1)∪ ...∪Wα(ρm))
=C(Wα(pi1)∪ ...∪Wα(pin))∩C(Wα(ρ1)∪ ...∪Wα(ρm))
= J f2KΛ(A1)∩ J f2KΛ(A2)
= J f2KΛ(A1)∩Λ(A2)
oldug˘undan Λ(A1∩A2) = Λ(A1)∩Λ(A2) es¸itlig˘i elde edilir.
iii) Keyfi kapaçık A ∈ C, sonlu sayıda involüsyonlar pi1, ...,pin ∈ J f1K ve
ρ1, ...,ρm ∈ J f1K için, (⋃
i
supp(pii))C = A ve (
⋃
j
supp(ρ j)) = A es¸itliklerini yaza-
biliriz. C(J f1KA) = J f1KAC bildig˘imizden,
C2(Wpi1 ∪ ...∪Wpin) =C(Wρ1 ∪ ...∪Wρm)⇒
C2(Wα(pi1)∪ ...∪Wα(pin)) =C(Wα(ρ1)∪ ...∪Wα(ρm))⇒
J f2KΛ(AC) =C(Wα(ρ1)∪ ...∪Wα(ρm))
=C2(Wα(pi1)∪ ...∪Wα(pin))
=C(J f2KΛ(A)) = J f2K(Λ(A))C
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önermelerini yazar ve Λ((A)C) = (Λ(A))C es¸itlig˘ini elde ederiz.
Λ birebir ve örtendir : Keyfi kapaçık B ∈ C ve sonlu sayıda involüsyonlar pi1, ...,pin ∈J f2K için B=(⋃
i
supp(pii))C yazabiliriz. α nın birebir ve örten oldug˘unu bildig˘imizden,
Λ−1(B) yi J f1KΛ−1(B) =C(Wα−1(pi1)∪ ...∪Wα−1(pin))
olacak s¸ekilde tanımlayabiliriz. Dolayısıyla Λ nın birebir ve örten oldug˘u açıktır.
∀g ∈ J f1K için α(g) = ΛgΛ−1 :
pi ∈ J f1K involüsyon oldug˘undan
(Λ(supp(pi)))C = Λ((supp(pi))C) = (supp(α(pi)))C
olur ve Λ(supp(pi)) = supp(α(pi)) es¸itlig˘ini elde ederiz. S¸imdi kabul edelim ki,
α(g)(B) =ΛgΛ−1(B) es¸itlig˘inin sag˘lanmadıg˘ı bir kapaçık B∈C ve g∈ J f1K var olsun.
O halde en az bir tane bos¸tan farklı kapaçık V ∈ C vardır ki,
V ∩α(g−1)ΛgΛ−1(V ) = /0
sag˘lanır. supp(pi) ∈ V olacak s¸ekilde bir pi ∈ J f2K alalım. Λ(supp(pi)) = supp(α(pi))
oldug˘undan,
supp(α−1(pi))⊆ Λ−1(V )⇒
supp(gα−1(pi)g−1)⊆ gΛ−1(V )⇒
supp(α(gα−1(pi)g−1)) = supp(α(g)piα(g−1))⊆ ΛgΛ−1(V )
olur. Fakat aynı zamanda supp(α(g)piα(g−1))⊆ α(g)(V ) oldug˘undan
α(g)(V )∩ΛgΛ−1(V ) 6= /0 olmus¸ olur ve bas¸langıçtaki V nin seçimiyle çelis¸kiye düs¸-
müs¸ oluruz ve ispat tamamlanır.
Teorem 4.1.3 ([2] (Lemma 2.6)). f1, f2 ∈Homeo(C) minimal olsun. Eg˘er J f1K ve J f2K
es¸lenik gruplar ise, f1 ve f2 ters-es¸leniktir.
I˙spat. Hipotezimizden J f1K 3 g 7−→ αgα−1 ∈ J f2K olacak s¸ekilde bir grup izomor-
fizması oldug˘unu biliyoruz. α−1J f1Kα = Jα−1 f1αK oldug˘undan genellig˘i bozmaksı-
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zın J f1K yerine α f1α−1 yazarsak, α = id ve J f1K = J f2K kabul edebiliriz. S¸imdi de
n : C→ Z ve f2(x) = f n(x)1 (x) olan devir fonksiyonuna bag˘lı as¸ag˘ıdaki fonksiyonu
tanımlayalım:
f (k,x) =

−(n( f−12 (x))+ ...+n( f k2 (x)), k < 0
0, k = 0
n(x)+ ...+n( f k−12 (x)), k > 0
∀k ∈ Z için f k2 (x) = f f (k,x)1 (x) es¸itlig˘inin sag˘landıg˘ı açıktır ve
f (l+ k,x) = f (l, f l2(x))+ f (k,x) (4.1)
es¸itlig˘i elde edilir. n(x) in süreklilig˘inden ∀x ∈ C için |n(x)| ≤ N kos¸ulunu sag˘layan
sabit bir N sayısı seçebiliriz. O halde 4.1 es¸itlig˘inde l = 1 alınırsa
| f (k±1,x)− f (k,x)| ≤ N (4.2)
ve üçgen es¸itsizlig˘inden
| f (k, f2(x))− f (k,x)| ≤ | f (k+1,x)− f (k,x)|+ | f (−1, f2(x))| ≤ 2N (4.3)
es¸itsizlikleri elde edilir.
f k2 (x) = f
f (k,x)
1 (x) es¸itlig˘i ve f2 nin minimallig˘inden sabit bir x0 ∈ C ve tam sayı k
lar için k 7−→ f (k,x0) fonksiyonunun birebir oldug˘u açıktır. Benzer s¸ekilde f2 ∈ J f1K
oldug˘undan örten oldug˘u da görülebilir. Bu yüzden ∀x0 ∈ C için ∃N′ öyle ki,
([−N,N]∩Z)⊆ { f (k,x0) | k ∈ ([−N′,N′]∩Z)}
sag˘lanır. n(x) in süreklilig˘inden f fonksiyonu da sürekli ve yerel olarak sabittir. Bu
yüzden her x0 için öyle bir Ux0 koms¸ulug˘u vardır ki, her y ∈Ux0 için
([−N,N]∩Z)⊆ { f (k,y) | k ∈ ([−N′,N′]∩Z)}
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sag˘lanır. ∀x ∈ C için çalıs¸mak amacıyla, C nin kompaktlıg˘ından sonlu sayıda Uxi leri
seçip bu es¸itlig˘i sag˘layan N′ lerin en büyüg˘üne N diyelim.
∀x ∈ C için f (N,x) 6= 0 oldug˘u açıktır. Ayrıca k 7−→ f (k,x0) fonksiyonunun birebir ve
örtenlig˘inden ∀k ≥ N ve ∀y ∈ C için | f (k,y)| > N oldug˘u görülür. Hem bunu hem de
4.2 es¸itsizlig˘ini göz önünde bulundurdug˘umuzda ∀k ≥ N ve ∀y ∈ C için f (k+1,y) ve
f (k,y) nin aynı is¸aretli oldug˘unu söyleyebiliriz. Dolayısıyla
 f (N,x)> 0 ⇔ ∀n≥ N için f (n,x)> 0 ve f (−n,x)< 0f (N,x)< 0 ⇔ ∀n≥ N için f (n,x)< 0 ve f (−n,x)> 0
oldug˘u görülebilir. S¸imdi as¸ag˘ıdaki iki kümeyi tanımlayalım:
A = {x ∈ C | f (N,x)> 0}
B = {x ∈ C | f (N,x)< 0}
Bu kümeler f nin süreklilig˘inden kapaçık ve C = AunionsqB dir. Ayrıca 4.3 es¸itsizlig˘inden
A ve B, f2− invariyanttır ve dolayısıyla f2 nin minimallig˘inden Teorem 3.1.1 gereg˘i
A ya da B bos¸ küme olmak zorundadır. Eg˘er A bos¸ küme ise f2 yerine f−12 alıp ge-
nellig˘i bozmaksızın A = C kabul edebiliriz. S¸imdi ise c : C−→ N fonksiyonunu s¸öyle
tanımlayalım:
c(x) = |{[−NN,∞)∩{ f (i,x) | i≤ 0}}|
= |{[−NN,∞)∩{ f (i−1, f2(x))+n(x) | i≤ 0}}|
= |{[−NN,∞)∩{ f (i, f2(x))+n(x) | i≤ 0}}|−1
= |{[−NN−n(x),∞)∩{ f (i, f2(x)) | i≤ 0}}|−1
= |{[−NN,∞)∩{ f (i, f2(x)) | i≤ 0}}|+n(x)−1
= c( f2(x))+n(x)−1
Böylece 1+ c(x) = c( f2(x))+n(x) es¸itlig˘ini elde ederiz. f ve n sürekli oldug˘undan c
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de süreklidir. Artık g yi, g(x) = f c(x)1 (x) olacak s¸ekilde tanımlayabiliriz. Bu tanımdan
f1g(x) = f
1+c(x)
1 (x) = f
c( f2(x))+n(x)
1 (x) = f
c(x)
1 f2(x) = g f2(x)
elde edilir ve f1 sürekli oldug˘undan g de süreklidir.
g örtendir : Kompakt bir kümenin sürekli fonksiyon altındaki görüntüsü de kompakt
ve dolayısıyla kapalıdır. f1 minimal ve f1(g(C)) = g( f2(C)) = g(C) oldug˘undan yine
Teorem 3.1.1 gereg˘i g örtendir.
g birebirdir : f1g(x) = g f2(x) es¸itlig˘inden ∀k ∈ Z için ( f1)kg = g( f2)k es¸itlig˘ini
elde edebiliriz. S¸imdi de x,y ∈ Orb f2(x) için x 6= y ve g(x) = g(y) = g( f k2 (x)) olsun.
Buradan da g(x) = f k1 (g(x)) es¸itlig˘ini elde ederiz ki bu f1 in minimallig˘iyle çelis¸ir.
Dolayısıyla g, f2 nin her orbitinde birebirdir. J f1K = J f2K oldug˘undan f1 ve f2 aynı
orbitlere sahiptir. g nin tanımından
g(Orb f2(x)) = g(Orb f1(x)) = Orb f1(g(x)) = Orb f1(x) = Orb f2(x)
olur dolayısıyla g bütün C uzayında birebirdir.
Teorem 4.1.4 ([6](Corollary 4.4)). f1, f2 ∈ Homeo(C) minimal olsun. J f1K ve J f2K
izomorfik gruplardır gerek ve yeter kos¸ul f1 ve f2 ters-es¸leniktir.
I˙spat. (⇒) : Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3’ün sonucu olarak gelir.
(⇐) : Açıkça görüldüg˘ü gibi J f K= J f−1K dir. Dolayısıyla genellig˘i bozmaksızın ters-
es¸lenik olsa da es¸lenik gibi düs¸ünebiliriz. J f1K = Jα−1 f2αK = α−1J f2Kα = J f2K olur
ve ispat biter.
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5. TOPOLOJI˙K TAM GRUPLARIN CEBI˙RSEL YAPISI
Bu kısımda topolojik tam gupların cebirsel yapısından bahsedeceg˘iz. I˙lk olarak basitlik
kavramını ele alacag˘ız.
5.1 Basit Gruplar
Tanım 5.1.1. Kendisinden ve as¸ikar gruptan bas¸ka normal alt grubu olmayan gruplara
basit grup denir.
Tanım 5.1.2. G bir grup olsun. g,h ∈ G için tanımlanan [g,h] = ghg−1h−1 elemanına
G nin komütatörü denir. G nin komütatörlerinin ürettig˘i
G′ = 〈[g,h] | g,h ∈ G〉
alt grubuna da G nin komütatör alt grubu denir. Ayrıca G′ ve komütatör alt grubunun
komütatör alt grubu G′′, G de normal bir alt gruptur.
Bu bölümde minimal bir homeomorfizmanın topolojik tam grubunun komütatör alt
grubunun basit bir grup oldug˘unu göstereceg˘iz.
Tanım 5.1.3. f ∈ Homeo(C) için,
M( f ) = {µ | µ : C üzerinde tanımlanmıs¸ f-invariyant Borel olasılık ölçüsü}
s¸eklinde tanımlanan kümeye f -invariyant ölçüler kümesi denir ve bu küme bos¸ olmayan
kompakt bir kümedir.
Lemma 5.1.1. f ∈Homeo(C)minimal olsun. Her bos¸ olmayan, kapaçık A⊆C kümesi
için in f{µ(A) | µ ∈M( f )}> 0 olur.
I˙spat. in f{µ(A) | µ ∈ M( f )} = 0 kabul edelim. O halde µn(A) ≤ 1n olacak s¸ekilde
(µn)∈M( f ) dizisi bulabiliriz. M( f ) kompakt oldug˘undan µ(A) = 0 olacak s¸ekilde bir
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µ ∈M( f ) vardır. f minimal oldug˘undan Teorem 3.1.1’den µ(
N⋃
i=0
f i(A)) = µ(C) = 0
olur bu da bir çelis¸kidir.
Lemma 5.1.2 ([7] (Lemma 2.5)). f ∈ Homeo(C) minimal olsun ve kapaçık A,B ⊆ C
alt kümeleri, ∀µ ∈M( f ) için µ(B) < µ(A) s¸artını sag˘lasın. O halde öyle bir g ∈ J f K
vardır ki, g(B)⊆ A, g2 = id ve g|(B∪g(B))C = id s¸artları sag˘lanır.
Lemma 5.1.3 ([1] (Lemma 3.2)). f ∈ Homeo(C) minimal olsun. Her g ∈ J f K ve her
δ > 0 için öyle g1, ...,gm ∈ J f K fonksiyonları vardır ki, g = g1...gm ve ∀µ ∈M( f ), ∀gi
için µ(supp(gi))< δ s¸artları sag˘lanır.
I˙spat. g ∈ J f K olsun.
1. Durum : Kabul edelim ki, g periyodik olsun. g ∈ J f K oldug˘undan dolayı Teorem
3.2.4 ve Teorem 3.2.5 gereg˘ince, öyle sonlu sayıda bos¸tan farklı kapaçık {Ak}k∈I kü-
meleri bulabiliriz ki, her x ∈ Ak için gk(x) = x olacak s¸ekilde, C yi
C =
⊔
k∈I
k−1⊔
i=0
gi(Ak)
s¸eklinde yazabiliriz. Ayrıca her Ak kompakt oldug˘undan, her bir k ve her bir 1≤ j≤ nk
için, ∀µ ∈M( f ), µ(B(k)j ))< δk olacak s¸ekilde Ak ları
Ak =
nk⊔
j=1
B(k)j
s¸eklinde parçalayabiliriz. S¸imdi de Ck, j leri
Ck, j =
k−1⊔
i=0
gi(B(k)j )
s¸eklinde tanımlayalım. Dıs¸arıda sabit gibi Ck, j üzerinde g gibi tanımlanan gk, j = g|Ck, j
fonksiyonlarının gk, j ∈ J f K oldug˘u ve g = ∏
k, j
gk, j es¸itlig˘ini sag˘ladıg˘ı açıktır.
2. Durum : Kabul edelim ki, g periyodik olmasın.
1
k
< δ olacak s¸ekilde sabit bir k ∈N
alıp
C≥k = {x ∈ C | |Orbg(x)| ≤ k}
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kümesini tanımlayalım. g ∈ J f K oldug˘undan dolayı Teorem 3.2.5 gereg˘ince C≥k kü-
mesi de kapaçık bir kümedir.
Keyfi x ∈ C≥k ve 16 i < k için, gi(Ux)∩Ux = /0 olacak s¸ekilde x in kapaçık bir koms¸u-
lug˘unu bulabiliriz. Ayrıca C≥k kompakt oldug˘undan C =
⋃
j≤n
Ux j olacak s¸ekilde sonlu
sayıda x1, ...,xn ∈ C≥k vardır. S¸imdi de Teorem 3.2.5’in ispatındakine benzer s¸ekilde
B1 =Ux1 ve Bl leri de tümevarımsal olarak as¸ag˘ıdaki gibi tanımlayalım:
Bl+1 = Bl
⊔
(Uxl+1 \
k−1⋃
i=−k+1
gi(Bl)).
B = Bn dersek, B kapaçık kümesi g nin C≥k üzerindeki her orbitinden elemanlar içerir
ve her 16 i < k için gi(B)∩UB = /0 s¸artını sag˘lar. Dolayısıyla ∀µ ∈M( f ) için
µ(B)≤ 1k < δ sonucuna ulas¸ırız. S¸imdi
gB(x) =
g
k(x), x ∈ B ve k = min{l ≥ 1 |gl(x) ∈ B}
x, x /∈ B
fonksiyonunu tanımlayalım. gB ∈ J f K, µ(supp(gB)) < δ ve g−1B ◦ g nin periyodik ol-
dug˘u açıktır. Artık ispatın kalan kısmını 1. durumdaki gibi bitirebiliriz.
Lemma 5.1.4. H, G nin normal bir alt grubu olsun. g1, ...,gn,h1, ...,hm ∈G ve her bir
i, j için, [gi,h j] ∈ H ise [g1...gn,h1...hm] ∈ H olur ve as¸ag˘ıdaki es¸itlik sag˘lanır:
[g1...gn,h1...hm] =
1
∏
p=n
m
∏
q=1
g1...gp−1h1...hq−1[gp,hq]h−1q−1...h
−1
1 g
−1
p−1...g
−1
1 .
I˙spat. I˙stenen es¸itlik as¸ag˘ıdaki açık olan es¸itliklerden kolayca görülür:
[g1g2,hi] = g1[g2,hi]g−11 [g1,hi]
[g j,h1h2] = [g j,h1]h1[g j,h2]h−11 .
Lemma 5.1.5 ([1] (Lemma 3.2)). f ∈ Homeo(C) minimal olsun. Her t ∈ J f K′ ve her
δ > 0 için öyle g1, ...,gm,h1, ...,hm ∈ J f K fonksiyonları vardır ki, t = [g1,h1]...[gm,hm]
ve ∀µ ∈M( f ), ∀i için µ(supp([gi,hi]))< δ s¸artları sag˘lanır.
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I˙spat. J f K′ komütatörlerin ürettig˘i bir grup oldug˘undan dolayı tek bir komütatör [g,h]
için ispatlamamız yeterlidir. Sabit bir δ > 0 alalım. Lemma 5.1.3 sayesinde, öyle
g1, ...,gm ∈ J f K ve h1, ...,hm ∈ J f K fonksiyonları bulabiliriz ki, g= g1...gm, h= h1...hm
ve ∀µ ∈ M( f ), ∀i için µ(supp(gi)) < δ2 , µ(supp(hi)) < δ2 s¸artları sag˘lanır. Lemma
5.1.4’ten
[g,h] = [g1...gn,h1...hm] =
1
∏
p=n
m
∏
q=1
g1...gp−1h1...hq−1[gp,hq]h−1q−1...h
−1
1 g
−1
p−1...g
−1
1
oldug˘unu biliyoruz. supp([gi,h j])⊆ supp(gi)∪ supp(h j) oldug˘undan dolayı
µ(supp([gi,h j]))< δ olur. ∀µ ∈M( f ) için, her t ∈ J f K µ-invariyant ve
supp(tαt−1) = t(supp(α))
oldug˘undan
µ(supp([gi,h j])) = µ(supp(g1...gp−1h1...hq−1[gp,hq]h−1q−1...h
−1
1 g
−1
p−1...g
−1
1 ))< δ
olur ve J f K′, J f K’de normal oldug˘undan
g1...gp−1h1...hq−1[gp,hq]h−1q−1...h
−1
1 g
−1
p−1...g
−1
1 ∈ J f K′
elde edilir ve ispat tamamlanır.
Lemma 5.1.6. f ∈ Homeo(C) minimal olsun ve kapaçık A,B⊆ C alt kümeleri, ∀µ ∈
M( f ) için 2µ(B)< µ(A) s¸artını sag˘lasın. O halde öyle bir g∈ J f K′ vardır ki, g(B)⊆ A
s¸artı sag˘lanır.
I˙spat. g yi A∩B üzerinde sabit tutup A∩B = /0 kabul edebiliriz. Lemma 5.1.2 gere-
g˘ince g1(B)⊆ A, g2(g1(B))⊆ A\g1(B), supp(g1) = B∪g1(B) ve supp(g2) = g1(B)∪
g2(g1(B)) olacak s¸ekilde g1,g2 ∈ J f K involüsyonları bulabiliriz. g= g1g2 dersek g(B)=
g1(B)⊆ A olur. g2 = gg−11 g−1 oldug˘undan g = g1g2 = [g,1,g] ∈ J f K′ olur.
Teorem 5.1.1 ([1] (Theorem 3.4)). f ∈ Homeo(C) minimal ve Γ, J f K veya J f K′ olsun.
Γ nın as¸ikar olmayan bir normal alt grubu H için Γ′ ⊆ H gerçeklenir.
I˙spat. g,h ∈ Γ için [g,h] ∈H oldug˘unu göstermemiz yeterli. Bos¸ olmayan kapaçık bir
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E kümesi için f (E)∩E = /0 olacak s¸ekilde as¸ikar olmayan bir f ∈ H alalım. M( f )
nin kompaktlıg˘ından 2δ = in f{µ(E) | µ ∈ M( f )} > 0 alabiliriz. Lemma 5.1.3 ve
Lemma 5.1.5 yardımıyla her µ ∈M( f ) için g= g1...gm, h= h1...hm ve µ(supp(gi))<
δ
2 , µ(supp(hi)) <
δ
2 olacak s¸ekilde gi,h j ∈ Γ elemanlarını bulabiliriz. Lemma 5.1.4
sayesinde [gi,h j]∈H oldug˘unu göstermemiz yeterli. Kolaylık olsun diye i, j indislerini
kaldırıp g,h ile devam edeceg˘iz. F = supp(g)∪ supp(h) diyelim. Lemma 5.1.6’ten
α(F) ⊆ E olacak s¸ekilde α ∈ J f K′ vardır. H, Γ nın normal bir alt grubu oldug˘undan
q=α−1 fα ∈H, ĥ= [h,q] = hqh−1q−1 ∈H ve dolayısıyla [g, ĥ]∈H olur. q(F)∩F = /0
oldug˘undan g−1 ve qh−1q−1 elemanları deg˘is¸melidir.
[g,h] = ghg−1qh−1q−1qhq−1h−1 = g(hqh−1q−1)g−1(qhq−1h−1) = [g, ĥ] ∈ H
dolayısıyla Γ′ ⊆ H dir.
Sonuç 5.1.1 ([14] (Theorem 4.9)). f ∈ Homeo(C) minimal olsun. O halde J f K′ basit
bir gruptur.
I˙spat. J f K′′, J f K nin normal bir alt grubu oldug˘undan, Teorem 5.1.1 gereg˘inceJ f K′ ⊆ J f K′′ olur ve J f K′ = J f K′′ es¸itlig˘ini elde ederiz. Eg˘er H C J f K′ ise yine (Teorem
5.1.1) gereg˘ince J f K′′ 6 H olur dolayısıyla J f K′ = J f K′′ = H es¸itlig˘ini elde ederiz bu
da J f K′ nin basit bir grup oldug˘unu gösterir.
5.2 Sonlu Üretilen Gruplar
Tanım 5.2.1. G bir grup ve X sonlu bir küme olsun. Sonlu sayıda üreteçle üretilen
G = 〈X〉 grubuna sonlu üretilen grup denir.
f ∈ Homeo(C) minimal olsun. f−1(U), U ve f (U) ikis¸erli olarak ayrık olacak s¸e-
kilde kapaçık bir U ⊆ C alalım. f ve U ya bag˘lı olarak as¸ag˘ıdaki homeomorfizmayı
tanımlayalım:
βU(x) =

f (x), x ∈ f−1(U)∪U
f−2(x), x ∈ f (U)
x, ( f−1(U)∪U ∪ f (U))C
Lemma 5.2.1. βU ∈ J f K′ dir.
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I˙spat. g ∈ J f K involüsyonunu as¸ag˘ıdaki gibi tanımlayalım:
g(x) =

f (x), x ∈ f−1(U)
f−1(x), x ∈ f (U)
x, ( f−1(U)∪U)C
O halde βU = [g,βU ] es¸itlig˘ini elde ederiz ve ispat biter. Bu es¸itlik simetrik gruplardaki
as¸ag˘ıdaki es¸itlig˘e kars¸ılık gelmektedir:
(01)(012)(01)(021) = (012).
H = {βU |U : kapaçık küme ve f−1(U),U, f (U) kümeleri ikis¸erli ayrık} olsun. S¸imdi
H nin J f K′ nin normal bir alt grubu oldug˘unu dolayısıyla da H = J f K′ es¸itlig˘ini göste-
receg˘iz.
Lemma 5.2.2. g ∈ J f K elemanının mertebesi 3 ise, g ∈ H dir.
I˙spat. g ∈ J f K elemanının mertebesi 3 olsun. Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 gereg˘ince
supp(g) = Aunionsqg(A)unionsqg2(A) olacak s¸ekilde kapaçık bir A ⊆ C kümesi bulabiliriz. g ∈J f K oldug˘undan Bk1, ...,Bkm kapaçık kümeleri ve I = {k1, ...,km} tam sayıları vardır
ki, C = Bk1 unionsq ...unionsq Bkm ve g|Bi = f ki|Bi sag˘lanır. S¸imdi de P0,P1,P2 parçalanıs¸larını
as¸ag˘ıdaki gibi tanımlayalım:
P0 = {Bki ∩A}ki∈I
P1 = {g−1(Bki ∩g(A))}ki∈I
P2 = {g−2(Bki ∩g2(A))}ki∈I
Bu parçalanıs¸ların inceltilmis¸ parçalanıs¸ındaki kümelere A1,A2, ...An diyelim öyle ki,
g|Ai = f li|Ai , g|g(Ai) = f ti|g(Ai) ve g|g2(Ai) = f−li−ti|g2(Ai) es¸itliklerini sag˘layan li ve ti
tam sayıları vardır. S¸imdi de, Ai unionsq g(Ai)unionsq g2(Ai) üzerinde g gibi, tümleyeninde ise
sabit fonksiyon gibi davranan gi homeomorfizmalarını tanımlayalım. gi lerin deg˘is¸meli
oldug˘u ve g = g1...gn oldug˘u açıktır.
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Artık mertebesi 3 olan her g ∈ J f K için, supp(g) = Aunionsq g(A)unionsq g2(A) ve g|A = f l|A,
g|g(A) = f t |g(A) olacak s¸ekilde kapaçık bir A kümesi ve l, t tam sayıları oldug˘unu bi-
liyoruz. S¸imdi böyle bir g alalım. Her x ∈ A için kapaçık bir x ∈ U ⊆ A koms¸ulug˘u
vardır öyle ki, her 0 ≤ i, j ≤ l+ t, i 6= j, için f i(U)∩ f j(U) = /0 sag˘lanır. A nın kom-
paktlıg˘ından U j lerin içinden sonlu sayıda seçip bunlar tarafından üretilen parçalanıs¸ı
U1, ...,Up ile gösterelim. S¸imdi de, Ui unionsq g(Ui)unionsq g2(Ui) üzerinde g gibi, tümleyeninde
ise sabit fonksiyon gibi davranan g j homeomorfizmalarını tanımlayalım. g j lerin de-
g˘is¸meli oldug˘u ve g = g1...gp oldug˘u açıktır.
Bundan sonra mertebesi 3 olan her g ∈ J f K için, supp(g) = Aunionsqg(A)unionsqg2(A) ve
g|A = f l|A, g|g(A) = f t |g(A) olacak s¸ekilde kapaçık bir A kümesi ve l, t tam sayıları ol-
dug˘unu ve her 0 ≤ i, j ≤ l+ t ve i 6= j için f i(A)∩ f j(A) = /0 es¸itlig˘inin sag˘landıg˘ını
söyleyebiliriz. Bu g elemanlarını Sl+t+1 simetrik grubunda (k l k+ l) devirleri gibi
düs¸ünebilir her 3-devir (i−1 i i+1) permütasyonunu da β f i(A) ile gösterebiliriz. Ay-
rıca g, bütün 3-devir permütasyonlarını içeren alterne grup Al+t+1 in içindedir. Sonuç
olarak g, H nin içindeki elemanların çarpımı olarak ifade edildig˘inden g ∈ H olur.
Lemma 5.2.3. H C J f K′ dolayısıyla H = J f K′ gerçeklenir.
I˙spat. Her βU ∈ H ve her g ∈ J f K için, gβU g−1 elemanının mertebesi 3’tür. Lemma
5.2.2 gereg˘ince gβU g−1 ∈ H sag˘lanır. H, βU lar tarafından üretildig˘inden H C J f K′
olur.
U ⊆ C kapaçık bir küme ve f−2(U), f−1(U),U, f (U), f 2(U) kümeleri ikis¸erli ayrık
olsun. ηU = β f−1(U)β f (U) homeomorfizmasını tanımlayalım. Bu homeormorfizma da
(01234) permütasyonuna kars¸ılık gelir.
Lemma 5.2.4. U,V ⊆ C kapaçık alt kümeleri verilsin.
i) f−2(V ), f−1(V ),V, f (V ), f 2(V ) kümeleri ikis¸erli ayrık ve U ⊆V ise,
ηVβUη−1V = β f (U) ve η
−1
V βUηV = β f−1(U)
olur.
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ii) f−1(U),U, f (U), f−1(V ),V, f (V ) kümeleri ikis¸erli ayrık ise,
[βV ,β−1U ] = β f (U)∩ f−1(V )
olur.
I˙spat. (i): ηV = ηUηV\U s¸eklinde yazabiliriz. supp(ηV\U) dig˘er homeomorfizmaların
destek kümleriyle ayrık oldug˘undan,
ηVβUη−1V = ηUβUη
−1
U = β f (U)
sag˘lanır. Son es¸itlik ise permütasyonlar olarak
(01234)(123)(04321) = (012)
es¸itlig˘ine kars¸ılık gelir. η−1V βUηV = β f−1(U) es¸itlig˘i de benzer s¸ekilde kolayca görülür.
(ii): A = f (U)∩ f−1(V ) diyelim. I˙lk ispattaki gibi
βU = β f−1(C)βU\ f−1(C) ve βV = β f−1(C)βV\ f−1(C)
yazabiliriz. Yine ilk ispattaki gibi destek kümelerin ayrıklıg˘ından
[βV ,β−1U ] = [β f (C),β
−1
f−1(C)] = β f (C)β
−1
f−1(C)β
−1
f (C)β f−1(C) = βC
elde edilir. Buradaki son es¸itlik ise permütasyonlar olarak
(234)(021)(243)(012) = (123)
es¸itlig˘ine kars¸ılık gelir.
Teorem 5.2.1 ([14] (Theorem 5.4)). f ∈Homeo(C)minimal olsun. Komütatör alt grupJ f K′ sonlu üretilen bir gruptur gerek ve yeter kos¸ul (C, f ) minimal bir alt öteleme ile
es¸leniktir.
I˙spat. (⇒): Kabul edelim ki, J f K′ sonlu üretilen bir grup, g1, ...,gn ∈ J f K′ elemanları
sonlu üreteç kümesi, ni ler gi(x) = f ni(x)(x) es¸itlig˘ini sag˘layan sürekli fonksiyonlar ve
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P = {P1, ...,Pn}, {n−1i (k)}k∈Z nin inceltilmis¸ parçalanıs¸ı olsun. P sonlu bir küme ol-
dug˘undan PZ ve C homeomorfiktirler. s : PZ→ PZ öteleme fonksiyonunu düs¸ünelim.
f k(x) ∈ Ps oldug˘unda pi(x)k = Ps olacak s¸ekilde sürekli pi : C→ PZ fonksiyonunu ta-
nımlayalım. Her x ∈ C için skpi(x) = pi f k(x) olacak s¸ekilde k ∈ Z vardır. z0 ⊆ n−1i (k)
oldug˘unda hi(z) = sk(z) olacak s¸ekilde hi ∈ Homeo(pi(C)) homeomorfizmalarını ta-
nımlayalım. hi ∈ JsK ve pigi = fipi oldug˘u görülür. pi nin birebir oldug˘unu gösterirsek
ispat tamamlanacaktır.
pi birebirdir : Kabul edelim ki, x 6= y ve pi(x)= pi(y) olsun. g(x) 6= x ve g(y)= y olacak
s¸ekilde keyfi bir g ∈ J f K′ alıp sabitleyelim. g = grii1...grtit olsun. pigi = fipi oldug˘undan,
pig(x) = pigrii1...g
rt
it (x)
= f rii1 ... f
rt
it pi(x)
= f rii1 ... f
rt
it pi(y)
= pigrii1...g
rt
it (y)
= pig(y) = pi(y) = pi(x)
olur ve böylece skpi(x) = pi f k(x) = pig(x) = pi(x) olur ki, bu da s nin minimallig˘iyle
bir çelis¸ki olus¸turur.
(⇐): Kabul edelim ki, (C, f ), minimal bir alt öteleme ile es¸lenik olsun. Genellig˘i boz-
maksızın C nin, sonlu bir A kümesi için AZ nin kapalı bir alt kümesi altında invariyant
kaldıg˘ını kabul edebiliriz. Ayrıca, her x ∈ C ve |i− j| ≤ 4 es¸itlig˘ini sag˘layan i, j ∈ Z
için xi 6= x j kabul edebiliriz. S¸imdi m,n ∈ N ve a1 ∈ A için
 a−m...a−1a0a1...an= {x ∈ C | xi = ai, −m≤ i≤ n}
silindirik kümesini tanımlayalım. |i− j| ≤ 4 için xi 6= x j ve f minimal bir alt öteleme
ile es¸lenik oldug˘undan, her silindirik kümesi U için, f−2(U), f−1(U),U, f (U), f 2(U)
kümelerinin ayrık oldug˘unu biliyoruz. H kümesi,
{βU |U = abc, a,b,c ∈ A}
sonlu elemanlarından üretilen J f K′ nin bir alt grubu olsun.
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I˙ddia : H = J f K′ dur.
I˙ddianın I˙spatı : Her silindirik küme U için, βU ∈H oldug˘unu göstermemiz yeterlidir.
β f (a) =∏
b∈A
βab, β f−1(a) =∏
b∈A
βba
oldug˘undan, β f (a),β f−1(a) ∈ H ve böylece ηa ∈ H olur. Silindirik küme
U = a−m...a−1a0a1...an⊆ a0=V
alınarak Lemma 5.2.4-i’den,
ηa0βUη
−1
a0 = β f (U), η
−1
a0βUηa0 = β f−1(U)
es¸itlikleri elde edilir. Son olarak da m+n üzerine tümevarım yaparak ve
U = a−m...a−1a0a1 ile V = a1a2 kümelerine Lemma 5.2.4-ii’yi uygulayarak
ispatı bitiririz.
5.3 Uyumlu Gruplar
Bu bölümde de uyumlu grupların üstünde duracag˘ız.
Tanım 5.3.1 ([15]). G bir grup olsun.
i) µ(G) = 1,
ii) µ(A∪B) = µ(A)+µ(B), ∀A,B⊂ G, A∩B = /0,
iii) µ(gA) = µ(A), ∀A⊂ G, g ∈ G,
s¸artlarını sag˘layan G nin kuvvet kümesinden tanımlı bir µ : P(G) −→ [0,1] olasılık
fonksiyonu varsa G ye uyumlu grup (amenable group) denir.
Uyumlu gruplar sınıfını AG ile gösterelim.
Teorem 5.3.1 ([15]). AG s¸u is¸lemler altında kapalıdır:
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i) alt grup (G ∈ AG ve H ≤ G ise H ∈ AG)
ii) bölüm grubu (G ∈ AG ve NEG ise G/N ∈ AG)
iii) genis¸leme (N,G/N ∈ AG ise G ∈ AG)
iv) yönlü birles¸im (Her i için Hi ⊂ Hi+1 ve Hi ∈ AG ise ⋃Hi ∈ AG)
Sonlu gruplar, deg˘is¸meli gruplar, çözülebilir (solvable) gruplar; uyumlu gruplara ör-
neklerdir. As¸ag˘ıda sonlu grupların uyumlu grup oldug˘unu göstereceg˘iz.
Örnek 5.3.1. G sonlu bir grup olsun. µ : P(G) −→ [0,1] olasılık fonksiyonunu her
A ∈ P(G) için
µ(A) =
| A |
| G |
s¸eklinde tanımlarsak üç kos¸ulun da sag˘landıg˘ını görebiliriz.
Teorem 5.3.2 ([15]). Serbest grup F2 uyumlu deg˘ildir.
F2 grubunu içermeyen gruplar sınıfını NF ile gösterelim. Bir önceki teoremlerden
AG⊆ NF oldug˘u görülür.
Soru 5.1 (Neumann). AG= NF es¸itlig˘i dog˘ru mudur?
Cevap: Hayır! 1980 yılında ilk defa Olshanskii [16] F2 içermeyen ve uyumlu olmayan
gruplara örnek sunmus¸tur.
Soru 5.2. Sonsuz, sonlu üretilen, basit ve uyumlu grup var mıdır?
Cevap: Evet! 2013 yılına kadar açık problem olan bu problemi, Juschenko ve Monod
as¸ag˘ıdaki teoremle çözmüs¸lerdir.
Teorem 5.3.3 ([11] (Theorem 4.9)). f ∈ Homeo(C) minimal olsun. J f K uyumlu bir
gruptur.
Sonuç 5.3.1. f ∈ Homeo(C) minimal bir alt öteleme ile es¸lenik olsun. J f K′ sonsuz,
sonlu üretilen, basit ve uyumlu bir gruptur.
I˙spat. Sonuç 5.1.1, Teorem 5.2.1, Teorem 5.3.1 ve Teorem 5.3.3’ün sonucu olarak
gelir.
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Tanım 5.3.2. Sonlu ve deg˘is¸meli grupları içeren ve alt grup, bölüm grubu, genis¸leme
ve yönlü birles¸im altında kapalı olan en küçük gruplar sınıfına yalın uyumlu gruplar
(elementary amenable groups) denir.
Yalın uyumlu gruplar sınıfını EA ile gösterelim. Teorem 5.3.1’den EA ⊆ AG oldug˘u
görülür.
Soru 5.3 ([4]). EA= AG es¸itlig˘i dog˘ru mudur?
Cevap: Hayır! 1983 yılında ilk defa Grigorchuk [8] yalın uyumlu olmayan uyumlu
gruplara örnek sunmus¸tur.
As¸ag˘ıdaki teorem belli kos¸ullar altında topolojik tam grupların da bu tip örneklerden
oldug˘unu gösterir.
Teorem 5.3.4 ([9] (Proposition 2.4)). f ∈ Homeo(C) minimal bir alt öteleme ile es¸le-
nik olsun. J f K′ yalın uyumlu olmayan, uyumlu bir gruptur.
Bir homeomorfizma alt grubunun topolojik tam grubunun genel hali olarak as¸ag˘ıdaki
tanımı ele alabiliriz.
Tanım 5.3.3. H ≤ Homeo(C) bir alt grup olsun.
JHK= {g∈Homeo(C) | ∃A1, ...,Am ve ∃h1, ...hn ∈H öyle ki C=A1unionsq...unionsqAm ve g|Ai = hi|Ai}
s¸eklinde tanımlanan alt gruba H nin topolojik tam grubu denir.
Not: f ∈ Homeo(C)⇒ J f K= J〈 f 〉K
Dog˘al olarak, H nin uyumlu oldug˘u durumda JHK nin uyumlu olup olmadıg˘ını sorabi-
liriz. As¸ag˘ıdaki teorem bu soruya cevap olmaktadır.
Teorem 5.3.5 ([5] (Theorem 1)). C üstünde minimal etki eden, Z×Z ile izomorfik
olan ve topolojik tam grubu F2 içeren, G ≤ Homeo(C) vardır. Dolayısıyla Teorem
5.3.2 gereg˘i JGK uyumlu deg˘ildir.
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6. SONUÇ VE ÖNERI˙LER
Sonuç olarak bu tezde topolojik tam grupların birtakım özelliklerini inceledik. Bu
grupların hem dinamik sistemler açısından hem de gruplar teorisi açısından ilgi çekici
yanlarından bahsettik. Sonsuz basit gruplar ve uyumlu gruplar yönüyle bu grupların
çok önem arz ettig˘ini gözlemledik. Dinamik sistemler ve gruplar teorisi tekniklerinin
bir arada kullanıldıg˘ı birçok teorem ve lemmanın ispatını açıkladık. Bu süreçte mini-
mallik kavramı büyük rol oynadı. Son yıllarda aras¸tırmacıların bu tür gruplara olan
ilgisinin sebebini anlatabilmis¸ olmayı umuyoruz.
I˙leriye dönük olarak tezin son kısmında da bahsedilen genel olarak bir homeomor-
fizmalar grubunun topolojik tam grubuyla ilis¸kisi ile ilgili aras¸tırmalar yapılması, bu
tezde bahsedilen sonuçların genelles¸tirilmesi, dog˘al sorular olarak ortaya çıkmaktadır.
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